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Resumen

El presente estudio tiene por objetivo analizar la escritura en clase de matematica que
producen estudiantes de dos grupos de las asignaturas Matematica | y Il de los Institutos
Normales de Montevideo, Maria Stagnero de Munar y Joaquin R. Sanchez (IINN), al
enfrentarse a la resolucién de situaciones que exigen fundamentacién matematica. Es un
estudio de caso, de caracter exploratorio, con rasgos de teoria fundamentada. Recoge,
identifica, describe y caracteriza la produccion de escritura matematica. El proceso de
analisis de las escrituras de los estudiantes tiene como fin encontrar regularidades en
ellas desde su funcion epistémica. Este analisis se apoya en los aportes de R. Duval
(1993, 1995, 2006), P. Carlino (2003, 2004, 2015), “El movimiento escribir” en todas
las asignaturas y en N. Balacheff (2000), entre otros. Las escrituras analizadas seran las
que generan los estudiantes durante el proceso de resolucion de una actividad
matematica que exige fundamentaciéon. La situacion matematica propuesta es de
validacion y de contexto aritmético/algebraico enmarcada en la Teoria de las Situaciones
Didéacticas de Brousseau (2007). El analisis de las escrituras tiene como propoésito
producir conocimiento que ayude en futuras acciones de aula a ensefiar matematica a

través de su escritura.

Palabras claves: escribir en matematica, fundamentaciones matematicas, analisis de las

escrituras.



Abstract

The aim of this study is to analyze the writing developed by two groups of
students of the subjects Mathematics | and Il from the Institutos Normales de
Montevideo, Maria Stagnero de Munar y Joaquin R. Sanchez (IINN), when facing
situations that demand mathematical fundaments. This case study, exploratory
in nature with features of grounded theory, collects, identifies, describes and
characterizes the written production in mathematics. The purpose of the analysis
of the students' writings is to find regularities among them in their epistemic
function. The analysis is based on the work of R. Duval (1993, 1995, 2006), P
Carlino (2003, 2004, 2015), Writing Across the Curriculum and N. Balacheff
(2000), among others. The analyzed pieces of writing will be generated by the
students while solving a mathematical task that requires fundamentals
application. The mathematical task will be of validaton and of
arithmetic/algebraic context framed in Brouseasu's "Teoria de las Situaciones
Did4cticas" (2007). The present study will also generate insights to help the

development of strategies to teach mathematics through its writing.

Key Words: writing mathematics, mathematical fundamentals, written speach

analysis.
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Introduccion

Hace ya algunos afos que existe interés por el estudio de la escritura en las disciplinas y
en particular esta investigacion se centra en la escritura en clase de Matematica. A su vez,
cuando la escritura que se analiza es producida por futuros docentes, toma relevancia
diferente. Se ha evidenciado que en general los docentes consideran la escritura de la
disciplina solamente en tareas de evaluacion, sin prestar atencion a otras tareas donde se
produce escritura Matematica. Ademas cuando la actividad Matematica de los estudiantes
exige validacion, alli la dificultad para escribir y comunicar las razones de esa resolucion

se hace alun mayor.

Se considera sustantivo que la escritura en su funcion epistémica produce aprendizajes y
que describir, analizar y categorizar dichas escrituras produce conocimientos nuevos para
la ensefianza de la Matematica. Contar con cierta informacion sobre la escritura en
Matematica podria dar pistas de como conducirse en clase con el fin de que en las aulas
se produzcan escrituras para revisar lo hecho y/o engrosar las ideas y relaciones

matematicas ya adquiridas, y a su vez construir nuevas.

Es asi que el presente estudio tiene por objetivo analizar la escritura en clase de
matematica que producen estudiantes de dos grupos de las asignaturas Matematica 1 y |1
de los Institutos Normales de Montevideo, Maria Stagnero de Munar y Joaquin R.
Sanchez (IINN), al enfrentarse a la resolucion de situaciones que exigen fundamentacion

matematica.

La pregunta que guia esta investigacion es: ¢Qué caracteristicas tiene la escritura en
Matematica de los estudiantes magisteriales al resolver actividades que exigen
fundamentar? Para responder dicha pregunta se propuso el siguiente objetivo general:
Analizar las escrituras que usan los estudiantes de los IINN de Montevideo al resolver

situaciones que exigen fundamentar matematicamente.



Esta investigacion es un estudio de caso, exploratoria, con algunos elementos de teoria
fundamentada. Recoge, identifica, describe y caracteriza la produccion de escritura en
matematica. El proceso de andlisis de las escrituras de los estudiantes tiene como fin

encontrar en ellas regularidades desde su funcién epistémica.

En Matematica, como se sabe, los objetos de estudio son ideales y por tanto se hace
indispensable el uso de distintos registros de representaciones semioticas a la hora de
ensefiarla y aprenderla. Tanto el docente en su tarea de ensefianza como el estudiante en
su rol de aprendiz necesitan cargar de sentido esos registros y no confundirlos con los
propios objetos de ensefianza. La escritura podria estar funcionando como una
herramienta esencial a la hora de la construccion de significado de esos objetos. Este
analisis se apoya en los aportes de R. Duval (1993, 1995, 2006), P. Carlino (2003, 2004,
2015), “El movimiento escribir en todas las asignaturas” y en N. Balacheftf (2000), entre

otros.

Las escrituras que se recogen y analizan son aquellas que generan los estudiantes durante
el proceso de resolucion de una actividad matematica que exige fundamentacién. La
actividad sera de validacion y de contexto aritmético/algebraico enmarcada en la Teoria
de las Situaciones Didacticas de Brousseau (2007). El andlisis de las escrituras tendra
como proposito producir conocimiento que ayude en futuras acciones de aula a ensefiar

matematica a través de su escritura.

En el capitulo 1 se define, justifica y fundamenta el problema de investigacion. Se
detallan los insumos que este estudio pretende arrojar en relacion a la escritura en

Matematica con el fin de considerarlos en las aulas de Matematica.

El capitulo 2 aborda la presentacion de investigaciones en relacion al objeto de estudio.
Los autores a los que se hace referencia aqui se vinculan en tres aspectos con esta
investigacion en relacion a: los registros de representacion, la produccién de pruebas
matematicas y a la escritura en Matematica. Por otro lado, se presenta también, una

experiencia de Formacion en Servicio de Maestros.
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En el capitulo 3 se presenta el marco tedrico de referencia. Se recorren los autores
utilizados para este estudio. Se toman cuatro dimensiones donde se especifican los autores
en relacion a: la escritura, a los registros de representacion, a la produccién de diferentes

tipos de prueba en Matemaética y a la perspectiva Didéactica.

El capitulo 4 aborda la metodologia utilizada en la investigacion. Se desarrolla
detalladamente la informacion sobre el tipo de disefio y el alcance de la investigacion. Se
presenta y define la unidad de analisis, también sus dimensiones y los indicadores que las
mismas pueden tomar en el marco de este estudio. También se exponen las condiciones
bajo las cuales se desarrolld el estudio y los criterios de seleccion de la poblacién, asi
como los métodos de recoleccion de informacion, la construccion de los datos, y el

proceso por el cual se asegura la calidad, credibilidad y confiabilidad de la investigacion.

El andlisis de la informacién se presenta en el capitulo 5 donde se describe, analiza y
categoriza fundadamente la informacion recogida. Desde alli se construye una nueva
categoria con el fin de poder caracterizar algunas producciones escritas encontradas.
También se presenta la informacion obtenida a partir de las auditorias interna y externa

que se llevaron a cabo.

El capitulo 6 esta destinado a las conclusiones de este estudio y las nuevas preguntas que
generd. En él se detallan las conclusiones a las que se fue arribando y fundamentando

durante el proceso de analisis utilizando el marco tedrico de referencia.
En el apéndice se presenta el andlisis didactico a priori, en el marco de la Teoria de

Situaciones Didacticas, del problema presentado a los estudiantes. Este fue el instrumento

con el que se recogio la informacion.
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1. Definicién, fundamentacion y justificacion

En este capitulo se define, se fundamenta y justifica el problema de investigacion. Para
ello en algunos momentos se establecen vinculaciones con los autores de referencia, lo

que se pretende en términos de objetivos y las posibles consecuencias de este estudio.

El objetivo de este estudio es analizar los tipos y cambios de registros de representacion
semidtica que usan los estudiantes al producir una escritura mateméatica donde se
evidencian pruebas matematicas. Se asume el término prueba en términos de Balacheff
(2000). Para el autor el concepto de prueba estd asociado a un proceso social donde se
transforma una explicacion en prueba. Esa transformacion estd dada cuando dicha
explicacion es aceptada por una comunidad en un momento dado. Para este estudio la

comunidad es el aula.
La pregunta que guia esta investigacion:

¢ Qué caracteristicas tiene la escritura en Matemética de los estudiantes magisteriales al

resolver actividades que exigen fundamentar?

La descripcion y el andlisis de esas escrituras matematicas se realizé utilizando las
categorias de registros de representaciones semiéticas de Duval (2006, 2011) y los tipos

de pruebas producidas por los estudiantes de acuerdo a Balacheff (2000).

En la formacidn inicial de maestros el analisis del resultado de esas escrituras podra
proveer insumos para la mejora de la ensefianza y el aprendizaje de la matematica a través
de lo que muestran esas marcas. Se espera que los insumos que pueda aportar este estudio
atiendan los procesos de produccion de conocimiento matematico en las aulas de

formacién docente a través de la escritura en matematica.
Se considera la escritura matematica como una herramienta esencialmente semiotica, en

ese sentido este estudio se centra en su funcion epistémica (Carlino, 2004a) con el fin de

establecer relaciones con el aprendizaje matematico.
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De igual manera el problema de estudio elegido podra realizar aportes a varios niveles:

1) Contar con los registros que los estudiantes eligen para escribir las pruebas que

producen.

2) Disponer de informacion sustantiva para el analisis sobre produccion de

fundamentaciones matematicas en la formacion inicial de maestros.

3) Contar con insumos para la planificacion de tareas matematicas en relacion al

objeto estudiado (escribir en matematica).

4) Orientar el trabajo docente en relacion a la escritura en matematica al acceder a

producciones categorizadas.

En relacion al dltimo punto la produccion de textos matematicos no siempre es
considerada un aspecto de ensefianza. En este caso los insumos que se recogen en relacion
a la escritura matematica podrén ofrecer conocimientos nuevos sobre las tensiones que se

producen entre lo que se piensa, lo que se escribe y como se escribe.

Estas tensiones hablan de una forma de pensar desde la complejidad (Morin, 2007). Es
asi que el conocimiento se concibe de manera no dada, sino construida desde una cierta
subjetividad, recorriendo un trayecto de manera no lineal. Souto (2011) sostiene que el
conocimiento es representacion de lo real, es una construccion que el sujeto hace de la
realidad. En ese sentido se puede apreciar que las tensiones entre lo que se piensa, lo que

se escribe y como se escribe, se traducen en el texto matematico producido.

De este modo la relacidn sujeto- objeto de conocimiento presenta una relacion intrinseca,
no separada. Es asi que la influencia del sujeto sobre el texto producido es indisoluble. El
texto que sea capaz de producir cada estudiante dependera de sus vivencias, su trayectoria
de aprendizaje, su relacion con la matematica y en particular con la escritura en

matematica.

Asimismo, desde esta perspectiva, separar el texto solamente para estudiarlo sin tener en

cuenta quien lo produjo y las condiciones en las que se produjo no tiene sentido. Como
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consecuencia de ello se analiza un texto producido por los estudiantes en el aula al
resolver, validar y comunicar un problema de corte aritmético- algebraico. Igualmente el
escrito producido es situado y por lo tanto las tensiones entre lo pensado, lo que realmente
el estudiante logra exteriorizar y como lo hace, se puede valorar a través del andlisis de

lo escrito y de entrevistas realizadas a ellos.

Una de las funciones de escribir es la funcion epistémica, es decir que el sujeto que escribe
produce un conocimiento nuevo o mejora el que ya se posee (Carlino, 2004b). A veces
se revisa lo que se sabe, se lo organiza de otro modo, se establecen nuevas relaciones y
se conecta con otros aspectos que hasta el momento no se habia concebido. En el marco

tedrico y estado del arte se profundizara este aspecto.

Durante la escritura de un texto, se van generando nuevos érdenes en el desorden, Souto
(2011). Estos nuevos ordenes son conocimiento nuevo en el campo en el que se esta
trabajando. Poner el foco en el andlisis de la escritura matematica en la formacion inicial
de maestros permitira producir conocimiento nuevo a partir del planteamiento anterior,

en relacion a;

- Escribir en matematica.

- Producir textos matematicos.

- Caracterizar los tipos de registros usados por los estudiantes en esos textos.

- Explicitar las distintas funciones de la escritura matematica en los textos
producidos.

- Analizar el proceso de produccion de pruebas matematicas a través de lo que los

estudiantes escriben.

Para llevar a cabo lo anteriormente explicitado es que se propone el siguiente objetivo

general con sus correspondientes objetivos especificos.
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Objetivos generales y especificos

Objetivo general

Analizar las escrituras que usan los estudiantes de los IINN de Montevideo al resolver

situaciones que exigen fundamentar matematicamente.

Objetivos especificos

Identificar los registros de representacion que los estudiantes magisteriales

utilizan al escribir cuando producen pruebas matematicas.

- Describir y categorizar los registros encontrados.

- Relacionar esos registros, a dos niveles: en un mismo estudiante y en el colectivo

de estudiantes.

Comparar los registros de representacion y los tipos de pruebas usados.

El desarrollo de las ideas que se han planteado en este capitulo, la descripcion del proceso
seguido, el analisis de la informacion recogida, las categorias y las conclusiones a las que

se arriban en este estudio se profundizaran en los proximos capitulos.
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2. Estado del Arte

Este capitulo aborda la presentacion de investigaciones en relacion al objeto de estudio.
Los autores a los que se hace referencia aqui se vinculan en tres aspectos con esta
investigacion en relacion a: los registros de representacion, la produccion de pruebas
matematicas y a la escritura en Matematica. Por otro lado, se presenta también, una

experiencia de Formacion de Maestros en Servicio.

2.1- En relacién con los registros de representacién

Hitt (2000) en su estudio, “El papel de los esquemas, las conexiones y las
representaciones internas y externas dentro de un proyecto de investigacion en educacion
matematica”, plantea la necesidad de coordinar varias formas de registros de
representacion de un mismo objeto matematico con el fin de que se produzca una
conceptualizacion del mismo. Se apoya en Duval (1996) cuando sefiala que las
representaciones de los objetos son parciales y por eso es necesario trabajar y conocer
varias representaciones, pues todas muestran propiedades distintas del objeto de estudio
que se complementan. En su caso, el objeto de estudio fue la articulacion de los registros

de representacion en relacion al concepto de funcion.

En las concluciones de su estudio, Hitt (2000) alude a que, basandose en el trabajo de
Duval (1995, 1996), la construccion de un concepto se apoya en la necesidad de articular
distintos registros de represenatcion. Y sostiene que en el caso de la construccion del
concepto de funcion, es necesario que entren en juego el registro de representacion de la

lengua natural, el de las expresiones algebraicas, tabulares, gréficas y figurales.

Para esta investigacion se toma como un punto de apoyo la constatacion de la necesidad
de articular algunos registros para conceptualizar una nocién matematica. Ademas como
en esta investigacion, los estudiantes deben producir un texto escrito, necesitan elegir
algin tipo de registro de representacion y en ese sentido es que se analizaran las
transformaciones que se den entre esos registros cuando resuelven el problema. Por otro
lado la exigencia de usar esos registros tiene relacion con la convocatoria en la actividad

a fundamentar porqué escriben lo que escriben.
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En los estudios realizados por Sadosvsky (2005), citando a algunos autores (Bosch, 1994;
Chevallard, 1996; Bosch y Chevallard, 1999; Duval, 1995), explicita que las
transformaciones que se realizan con las representaciones semidticas cumplen una
funcion en la produccion de nuevas relaciones y de nuevas significaciones para relaciones
ya conocidas. Un ejemplo de lo planteado por estos autores lo presenta y analiza Rojas

(2012) en su tesis doctoral, donde investiga la articulacion y los cambios de sentido.

El autor propone a un grupo de estudiantes de 9° y 11° grado que vinculen algunas
expresiones. Estas expresiones son “3n”y “(n-1) + n + (n+1)”. Si se analizan, a pesar
de que son expresiones distintas, se concluye que representan un mismo objeto
matematico: “los multiplos de 3”. Esta ltima proposicion equivaldria a la posibilidad de
producir nuevas relaciones a partir de las dadas en el sentido que lo plantea Sadosvky
(2005) y Panizza (2003). Asimismo, Rojas en sus conclusiones presenta evidencias sobre
la dificultad de la articulacion de sentido en las respuestas de los alumnos y los asocia a

tres hechos fundamentales. Estos son:

1) aunque los estudiantes “manejen” las propiedades basicas de trabajo aritmético y
algebraico para realizar las transformaciones de tratamiento y conversién en

expresiones equivalentes no cargan de sentido dichas expresiones,

2) los estudiantes siguen “anclados” al contexto en que se present6 el problema y no

logran “despegarse” del mismo, y

3) la mirada basicamente iconica de las expresiones algebraicas.

Ademas, presenta una conclusion general que responde a la aceptacion acritica de las
respuestas que los estudiantes ofrecen. La ausencia de validacién a la respuesta ofrecida

por los estudiantes, es lo que el autor considera como una respuesta acritica.

Las conclusiones ofrecidas por Rojas (2012) son base para este estudio pues uno de los
centros de atencion es la produccion de explicaciones por parte de los estudiantes al
resolver un problema de corte aritmético-algebraico. Esto quiere decir que los estudiantes

que participan de esta investigacion para resolver el problema necesitaran articular
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algunos registros, al menos dos al decir de Duval (2006), y producir pruebas para validar

Sus respuestas.

En su trabajo de investigacion sobre Representaciones, lenguaje, ¢ qué tiene que ver con
la comprension en matematicas?, Neira Sanabria (2013), plantea a partir de Radford, el
cambio del término usado como “traducir” en relacion al pasaje del lenguaje natural al
lenguaje simbolico por la idea “narrativa simbolica”. La investigadora sostiene que el
cambio de narrativa implica una “nueva manera de contar, de relatar, de describir, de
interpretar con reglas propias y diferentes de la anterior forma de narrar: se pasa, en efecto

a un espacio semiético nuevo” (p.380).

En su estudio esta situacion se evidencia, a partir de una actividad sencilla que supone la
traduccion de la siguiente frase: “Kelly tiene dos dulces mas que Manuel”. Neira Sanabria
detecta en su analisis, que cuando esta expresion se transforma en “Kelly tiene lo que
tenga Manuel més 2”, hay un cambio de narrativa y esto conlleva a una complejidad
mayor para determinar la solucion del problema. Al cambiar de narrativa cambian los
personajes de Kelly y Manuel a otros personajes, en este caso son las relaciones
numéricas: “el mas dos”. Este “mas dos” es el puente a la solucion general de la actividad.
Es decir, comienza a descontextualizarse la situacion para entrar en un contexto
matematico y donde las relaciones son generales y no estan pegadas al caso particular de

Kelly y Manuel.

De este modo, se observa que los sujetos y los adjetivos cambian de una narrativa a otra.
No es una simple traduccion de lenguaje natural a lenguaje simbolico, sino que los
“personajes” cambian. Radford, citado por Neira Sanabria (0p.cit.), dice que ese cambio
muchas veces hace pensar en que los alumnos al traducir de lenguaje natural a lenguaje
simbdlico comprenden lo hecho. Sin embargo, muchas veces es una ilusién porque
pueden realizar esa traduccién y no cargarla de significado. Por eso Neira Sanabria en su
estudio pone el foco en el cambio de narrativa, ain con lenguaje natural, pero con
expresiones que aluden a relaciones matematicas mas generales, no situadas en los

personajes concretos de Kelly y Manuel, sino en “el mas dos”.

En sus conclusiones Neira Sanabria (2013), sostiene que el cambio y reconocimiento de

frases comparativas a frases aseverativas ayuda a reconocer y a introducir el uso de letras
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con el fin de designar cantidades desconocidas y usarlas para la elaboracion de

expresiones simbdlicas matematicas.

En relacion a esta investigacion, como nuestro objeto de estudio es la forma en que
escriben, cémo lo hacen, qué tipos de registros de representacion usan, qué
transformaciones realizan al resolver y producir pruebas matematicas, el aporte de Neira
Sanabria en relacion a la narrativa es sustantiva. Es importante reconocer que los
estudiantes pueden producir otras narrativas en lenguaje natural, pero que no son todas
del mismo tipo porque el espacio semiotico de una es distinto a la otra por lo que pueden

expresar las relaciones implicadas.

2.2- En relacién a la produccién de pruebas matemadticas

En relacion al estudio de las fundamentaciones matematicas se toma la Tesis Doctoral de
Duarte (2010) para establecer vinculos con la racionalidad matematica de los alumnos y
los aspectos que inciden sobre esta. La idea de estudiante que presenta la autora es la
misma que aporta Brousseau (2000) y es la que se considera en este estudio. La autora
sostiene que la tarea del estudiante no se agota en la resolucién de problemas, sino que
también abarca la produccion, formulacion, prueba y construccion de modelos, lenguajes,
conceptos y teorias de forma tal que puedan ser comunicados a otros. Como en este
estudio se exige la formulacion y produccion de pruebas por escrito es indispensable que
los estudiantes escriban un texto donde aparezca el registro de ellas. A su vez el analisis
y la interpretacién que se hace de las mismas tienen relacién con las formas que eligieron

para escribir y los tipos de representaciones que usaron para ello.

Otra consideracion que realiza la autora en su estudio refiere a una categorizacion de

actividad las que siguen:

e “trabajar la estructura “si......entonces” a partir de distintas actividades,
por ejemplo, unir hipotesis con conclusiones, determinar hipétesis para
alguna conclusion, determinar de un conjunto de conclusiones posibles

alguna que se pueda deducir de alguna hipotesis.
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e Decidir si una sentencia es verdadera o falsa.

e Encontrar contraejemplos que permitan dar evidencia sobre la falsedad

de una sentencia” (pp. 134-135).

En relacidn a este estudio se utilizan las tres categorias en el problema que se propone a
los estudiantes para que resuelvan. El problema exige también comunicar por escrito las
razones de esa resolucion, de manera tal de que expliciten las fundamentaciones

producidas.

Asimismo, Duarte (op.cit.), destaca que luego de trabajar con algunos tipos de problemas,
junto con los docentes participantes de su estudio llegaron a conceptualizar, que existe
una conexion entre la exploracion y la produccion de ejemplos tendiendo un puente que

conecta la formulacidn de preguntas o conjeturas con la produccion de fundamentaciones.

El siguiente cuadro plasma esta conexion entre la exploracion y la produccion de

ejemplos:

, FORMULACION DE PREGUNTAS Y
EXPLORACION g3

A CONJETURAS
|
\; FUNDAMENTACIONES PRODUCTO
EJEMPLOS “QUE DE LA
EXPLICAN” <€ |- » ABSTRACCION/GENERALIZACION
PRODUCTO DE LA QUE SE PRODUCE DESDE LOS
EXPLORACION EJEMPLOS

Cuadro 1-Conexiones entre exploracién y produccion de fundamentaciones. Duarte (2010, p.139)

Obsérvese que, a partir de la exploracién del problema, se pueden formular o verificar
conjeturas que estén dadas en la situacién o bien posibilitan que el estudiante las
construya. Por otro lado, cuando se producen exploraciones, éstas pueden estar sujetas a
presentarse con ejemplos que funcionan como explicaciones de primer grado, en el

sentido de verificar lo conjeturado o lo que se ha pedido. Es asi que se expresan ejemplos
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como producto de la exploracion. Al decir de Balacheff (2000), tomado en el marco
teorico, los ejemplos “que explican” de Duarte, podrian en algin caso funcionar como
ejemplos genéricos. Es decir, no solo vinculados a los valores concretos, sino que esos

ejemplos concretos “funcionan” como comienzo de ideas de generalizacion.

De esta manera esos ejemplos habilitan a pensar en generalizaciones y/o reglas que se
producen a partir de los ejemplos estudiados. Al analizar el cuadro se observa que la
exploracién aparece como motor para producir fundamentaciones y pruebas, asi como la
formulacion de conjeturas. En nuestro estudio las conjeturas son dadas. Sin embargo, la
exploracion del problema puede habilitar a los estudiantes a construir otras conjeturas

ademas de las que el problema les ofrece.

En su estudio, Duarte (op.cit) caracteriza la idea de fundamentacion, establece relaciones
con las ideas de pruebas y refutaciones matematicas de Lakatos y la idea de pruebas
matematicas de Balacheff, pero genera un constructo distinto: las fundamentaciones.
Asume que hay algunas caracteristicas en comudn con esos autores como las funciones de

explicar, comprender y validar.

La autora presenta la siguiente caracterizacion de la fundamentacion matematica en
relacién a los sentidos que los docentes pueden comunicar a sus estudiantes, cuando se
producen fundamentaciones en el aula. La fundamentacion:

e ‘“propiciando la construccion y desarrollo de las ideas,

e como sostén de la verdad,

e como sistematizacion del conocimiento construido”. (Duarte, 2010, p. 245)
Esta caracterizacion de las fundamentaciones matematicas ofrecida por Duarte es

utilizada en esta investigacion cuando se caracterizan las producciones de los alumnos en

términos de categorias de manera conjunta con la de Balacheff (2000).
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2.3- En relacién a la escritura en Matemitica

Continuando con Duarte (2010), en su Tesis Doctoral aparece un aspecto que para este
estudio es fundamental, “la oralidad y la escritura en la emergencia de la

fundamentacion”. La autora sostiene que:

“... notamos que la escritura es un recurso que se va utilizando en distintos
momentos y que no solo es necesaria, sino que al mismo tiempo es un
insumo para otras fases de trabajo que se producirdn nuevamente en
contextos de oralidad. La amalgama, entonces de la oralidad con la
escritura parece fundamental por varias razones: durante los procesos de
escritura los alumnos enfatizan su posicion reflexiva y pueden auto-
observarse. Advertimos esta situaciébn en muchos grupos, algunos
trabajaban preponderantemente en la oralidad, otros se abocaban a escribir
“todo lo que se pensaba o algo de ello” (p. 289).

La necesidad de registrar por escrito “todo lo que se pensaba o algo de ello” es un eslabon
para continuar la produccién de pruebas y considerar a la escritura como un proceso que
ayuda a seguir aprendiendo, es decir que habilita a volver sobre lo pensado, sobre lo
producido, sobre las ideas nuevas y su relacion con las viejas ideas. Aqui se establecen
puentes entre Carlino, el Movimiento Escribir en las Disciplinas, Duarte y este estudio,

pues el foco comienza a ser la escritura en su funcion epistémica.

Agrega Duarte (2010) en su investigacion, en relacion a la utilizacion de la escritura y el
tipo de registro de representacion que la escritura de la fundamentacion “se concibe desde
un lenguaje familiar” (p.131). La idea de lenguaje familiar que plantea la autora es la de
lenguaje natural al decir de Duval (1996), donde los simbolos matematicos no son los
centrales, sino que es la narrativa que se genera en la produccion de las ideas matematicas

las que se tornan eje central del analisis, como se toma en esta investigacion.

En Uruguay, en el marco de los cursos para Maestros en Servicio ofrecidos por PAEPU?!
(2012- 2015), se introdujeron como ejes de estudio la lectura, la escritura, la descripcion,

la explicacion y la validacion en todas las areas del conocimiento, en particular en

L PAEPU significa Proyecto de Apoyo a la Escuela Plblica Uruguaya.
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Matematica. Estos cursos ponian el foco en 6° grado en los ejes explicitados intentando
tender puentes entre la finalizacion de primaria y el comienzo de los estudios secundarios.
El curso se llamd: “Curso de Egreso”. Ademas, participaban directivos e inspectores con

el fin de articular estos procesos a lo largo de toda la Educacién Primaria.

Se puede tomar este hecho como un reconocimiento de que se esta comenzando a dar
importancia en nuestro medio a la ensefianza de la escritura y la lectura en las distintas
disciplinas. En particular en Matemética asume un sentido de necesidad para comenzar a

interpretar y estudiar estos procesos a varios niveles en la educacion en Uruguay.

Parte de esta experiencia (PAEPU, 2012-2015) se recoge en el libro “El hacer matematica
en el aula. Un puente hacia la autonomia.” En este libro se plantea la posibilidad de que
en nuestro medio se discuta y se estudie en particular la escritura y la produccion de

pruebas que pueden sostener los estudiantes durante el proceso de su formacion bésica.

En ese sentido el libro abre algunas posibles respuestas a las siguientes interrogantes:
¢Qué supone la escritura en Matematica? ;Cudles son las practicas de escritura que
realizan los alumnos? Los alumnos ¢realmente describen, explican y validan en las clases

de Matematica? ¢Cuales son las actividades que habilitan estas acciones?
Como el marco tedrico de esta investigacion es similar al propuesto en los cursos dictados

por PAEPU y en la publicacion de referencia, se lo ha tomado como un antecedente a nivel

nacional de esta investigacion.
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3. Marco Tebrico

En este capitulo se recorren los autores de referencia para este estudio. Se desarrolla en
cuatro dimensiones donde se van especificando los autores en relacion a: la escritura, a
los registros de representacion, a la produccién de diferentes tipos de prueba en

Matematica y a la perspectiva didactica desde donde se fundamenta el estudio.

Los autores no se presentan aislados, sino que cada una de las dimensiones se asocia con
la anterior y la que sigue a modo de producir reflexiones donde el hilo conductor es la

escritura en matematica y la produccion de fundamentaciones matematicas.

3.1- En relacién a la escritura

La escritura no es solamente un medio para expresar lo que se piensa ni exclusivamente
un medio para trasmitir conocimiento, también contiene un potencial epistémico. Esto
significa que no solamente sirve para registrar informacion o comunicarla a otros, sino
que ademas puede ser un instrumento para acrecentar, revisar y transformar el propio
saber (Carlino, 2004a). Sin embargo, desde las propuestas docentes, la escritura es usada
casi exclusivamente como forma de evaluacion mas que como un instrumento para

construir ideas y pensar criticamente.

En esta misma linea de trabajo y como marco de referencia que se toma en este estudio,
aparece el enfoque planteado por el Movimiento Escribir a través del Curriculum. Este
movimiento sostiene que “la escritura es una herramienta fundamental para aprender y
propone usarla mas alla de las clases de Lengua”, (Carlino, 2004a, p.2). Este enfoque se

ocupa de la escritura en cada area en particular.

La escritura es una herramienta semiotica que cambia las condiciones de trabajo de la
mente humana. Es asi que los procesos de leer y escribir ponen en marcha formas de
funcionamiento cognoscitivo de mayor nivel que simplemente escuchar (Carlino, 2015).
De este modo el individuo que escribe, al mismo tiempo que produce su escrito, va
transformando su pensamiento y a medida que lo transforma, revisa lo que ha estado

produciendo por escrito como forma de acrecentar su saber. Es un proceso dialéctico
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donde interviene la escritura y los conocimientos, que en nuestro caso se trata de

conocimientos matematicos.

Por otro lado, Hjortshoj, citado por Carlino (2004a), sostiene que la funcién del profesor
no seria leer las producciones de los estudiantes como corrector, porque de esta manera
se estaria poniendo el foco solamente en la calificacion y los errores de los estudiantes.
Mientras que, si por el contrario se pone el foco en la organizacion de las ideas que el
alumno fue poniendo en juego en su escrito, se habilita al estudiante a reorganizar esas
ideas, volver sobre lo pensado para mejorarlo con el fin de detectar lo no completo, lo

escaso o las virtudes de esa produccion.

Es asi que unos de los asuntos sustantivos que plantea el Movimiento Escribir a través
del Curriculo es la promocion de caminos diversos para que los estudiantes aprendan a
revisar lo escrito en tanto contenido y estructura de la disciplina. Ademas, ese proceso los
habilita a volver a pensar sobre las ideas y conceptos abordados en sus escritos,

profundizarlos y/o construirlos durante ese proceso.

Es de particular importancia la revision de lo hecho y la mejora de las producciones
escritas porque va determinando la manera de lo que el alumno va pensando y
construyendo a partir de sus conceptualizaciones. Una manera de mostrar ese proceso de
conceptualizacion es a través de la escritura de ideas matematicas. Es sustantivo,
especialmente en la formacion docente, el involucramiento de los estudiantes en su
escritura para asi hacerlos participes de las practicas discursivas de la matematica pues
no solamente deberan dominarla como profesionales sino ademas, ensefiarla. En este
sentido es importante mencionar el aporte de Gottschalk, (1997) citado por Carlino
(2004a), donde expresa que “un programa de escritura debe trabajar para, con y en
beneficio de las disciplinas, el sitio en el que el lenguaje habita; no puede estar aislado

administrativamente” (p.23).

Como se sostuvo anteriormente, el proceso de escritura académica a nivel universitario

presenta, seguin Carlino (2004b), cuatro? dificultades especificas. Entre ellas se encuentra

2 Las cuatro dificultades se refieren a: la dificultad para escribir teniendo en cuenta la perspectiva del lector; el
desaprovechamiento del potencial epistémico de la escritura; la propension a revisar los textos s6lo en forma lineal; la
dilacion o postergacion del momento de empezar a escribir.
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la que corresponde al desaprovechamiento del potencial epistémico de la escritura. Este
serd uno de los focos en que se centra este estudio con el fin de obtener insumos para el

trabajo con esta dificultad en de los IINN de Montevideo en clases de Matematica.

3.2- En relacidn a los registros de representacién

Por otro lado, Panizza (2003), centrandose ya en matematica, plantea que los estudiantes
utilizan representaciones escritas durante el proceso mismo de resolucion de un problema.
Estas representaciones los ayudan a pensar, a recordar, a guardar informacion, a calcular,
etc. Las representaciones son un medio para la resolucion del problema y en consecuencia
cumplen una funcion diferente que cuando los estudiantes las utilizan con el fin de
comunicar algo para otros. Se trata de funciones diferentes de las representaciones,
aquellas que se usan para resolver un problema y las que se usan al comunicar su solucion.
Con frecuencia, estas dos funciones vienen juntas por la exigencia de la tarea propuesta
al estudiante. De tal modo que el sujeto que realiza la actividad no distingue en acto ambas

funciones de las representaciones.

En ese sentido, al dialogar con ambas autoras, la funcidén de las representaciones en
relacion a la resolucion del problema que plantea Panizza (2003) seria lo que a su vez
Carlino (2004b) propone como funcion epistémica del escribir. Es decir que la escritura
comienza a funcionar como medio para aprender y no solamente para guardar
informacién ni comunicéarselo a otro. En este estudio la escritura funcionaria para

producir nuevas ideas matematicas.

Como esta investigacion se centra en la escritura en matematica, es necesario considerar
la caracteristica de los objetos de estudio de la matematica. Como se sabe, los objetos de
estudio de la matematica son ideales. Por ejemplo, los conjuntos numéricos, las figuras
geométricas, sus relaciones, etc., no pueden ser percibidos por los sentidos, es decir, no
tienen “lugar” en el espacio fisico real. En consecuencia, no es posible tocar un triangulo,
ni al nimero 2. La escritura matematica podria tender puentes con la imposibilidad de

accesibilidad fisica al objeto de estudio y finalmente, entre el objeto y su representacion.
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Por otro lado, las representaciones usadas por los estudiantes ayudan a comprender las
condiciones bajo las cuales una representacion funciona. De este modo reconocer una
variedad de representaciones para un mismo objeto matematico que utilizan los alumnos
da pistas a quienes se preocupan por la ensefianza y el aprendizaje de una manera de

conocer constitutiva de esos conocimientos matematicos.

Esta situacion hace necesaria la utilizacion de diferentes formas de representacion. En
particular Duval (1993, 1996, 1999, 2006, 2011) en su Teoria de los Registros de
Representacion Semidtica, plantea la necesidad de que los estudiantes utilicen diferentes
tipos de registros de representaciones semidticas, con el fin de poder acercarse a los
objetos de estudio de la matematica. EI autor sostiene que poder manejar con sentido,
diferentes tipos de registros de representacion amplia las ideas que los estudiantes van
construyendo de esos objetos, porque cada uno de esos registros en particular se enfoca

en aspectos diferentes de esos conceptos.

Segun Duval (2006), lo que importa es la propiedad de transformacion de las
representaciones semioticas. Los signos por si mismos no son importantes, lo que interesa
es cdmo se pueden sustituir por otros signos, segun la exigencia de la situacion. Esto
significa que, si no existe una coordinacién interna sobre estos registros, los objetos que
ellos representan se “ven” diferentes. En general lo que sucede con los alumnos cuando
aprenden matematica es el hecho de no reconocer en registros diferentes un mismo objeto
matematico. Los objetos matematicos son confundidos con la representacion utilizada.
Por ejemplo, la idea de nimero tres con el signo “3” o con “III” o el dibujo de tres arboles.
En la primera representacion el “3” encierra la numerosidad sin embargo en “III” y en el

dibujo de los tres arboles, la numerosidad esta explicita.

La construccion de la coordinacién entre los signos en relacion a las ideas matematicas
es construida por el sujeto que aprende y es lo que hace cargar de sentido al objeto

matematico en juego.

En este trabajo se utilizan “registros de representacion semiotica” en el sentido que Duval
(1996) lo plantea, y se refiere a un sistema de signos que permite cumplir la funcion de
comunicacion, tratamiento y objetivacion, no refiriéndose a las notaciones

convencionales que no forman un sistema. Por ejemplo, en el sistema de numeracion
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decimal las representaciones de los nimeros forman un sistema y cumplen con ciertas
reglas, verificAndolas sin importar el conjunto numérico que esté en juego. Sin embargo,
no forman un sistema? las letras o el conjunto de simbolos que se utilizan para el trabajo

algebraico.

La paradoja de Duval

En relacién al uso de los registros de representaciones semidticas que necesitaran los
estudiantes para producir un texto matematico se recoge el planteo esencial de Duval
(1993, p. 38), citado por D" Amore (2004), donde analiza el uso de las representaciones

semioticas como una paradoja intrinseca del aprendizaje matematico:

“... deuna parte, el aprendizaje de los objetos matematicos no puede ser mas
gue un aprendizaje conceptual y, de otra parte, es sélo por medio de
representaciones semioticas que es posible una actividad sobre los objetos
matematicos. Esta paradoja puede constituir un verdadero circulo vicioso
para el aprendizaje. ;Como sujetos que estdn en fase de aprendizaje no
podrian no confundir los objetos matematicos con sus representaciones
semidticas si ellos solo pueden tener relacién con estos a través de dichas
representaciones? La imposibilidad de un acceso directo a los objetos
matematicos, fuera de toda representacion semidtica, vuelve la confusién
casi inevitable. Y, al contrario, ;c6mo podrian ellos adquirir el dominio de
los tratamientos matematicos, necesariamente ligados a las representaciones
semidticas, si no tienen ya un aprendizaje conceptual de los objetos
representados? Esta paradoja se vuelve aun mas fuerte si se identifica
actividad matematica con actividad conceptual y si se consideran las

representaciones semigticas como secundarias 0 extrinsecas.”

3 La idea de sistema se puede asociar a lo presentado por Damisa (2009), en Irineo Funes: La memoria
absoluta o el sistema de numeracion, donde explicita: “(...) un sistema, muestra en la superficie un
resultado que parece contradecir la complejidad de la cual es producto. Si pensar es abstraerse, olvidar
diferencias, la construccién de un sistema de numeracion, y mas aln la validez social de esa construccion,
tiene como objetivo la simplicidad que provoca la comunicacion (...). En otras palabras, para reducir la
complejidad fue necesario aumentarla y pasar de los elementos aislados, al sistema. Al decir de Borges,
“esa polifonia de frases inconexas” de Funes, es tan débil que muestra la flaqueza, no en los nombres sino
en la ausencia de sus relaciones.” (p.77)
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El autor aporta la idea de que acercarse a construir ideas matematicas es complejo, puesto
que es imprescindible el uso de distintos tipos de registros de representacién y estos, a su
vez, no pueden ser confundidos con esas ideas matematicas. Aparece asi la idea de que
es necesario que el objeto no sea confundido con sus representaciones y que a su vez se
le reconozca en cada una de ellas. En ese sentido las representaciones funcionan como
verdadera representacion, es decir, ofrecen el acceso al objeto matematico representado.
Toda confusion entre el objeto y su representacion, provoca con el correr del tiempo una

pérdida de comprension.

Se llega por tanto a estar frente a un conflicto “casi inevitable”, porque como dice Duval

(2006) “la actividad debe satisfacer dos requisitos que entran en conflicto:

- Las representaciones semioticas deben ser usadas necesariamente, incluso si se

elige el tipo de representacién semidtica.

- Los objetos matematicos representados nunca deben confundirse con el contenido

de las representaciones semioticas” (p.157).

La primera condicidn tiene relacion con el estatus epistemoldgico de la matematica. Es
decir que los objetos matematicos, como ya se ha mencionado, no son accesibles
fisicamente. Es decir que la Unica manera de acceder a ellos es a través de las
representaciones. Sin embargo, la necesidad del uso de signos no se limita Gnicamente a
su representacion, sino que lo fundamental es trabajar con ellos transformandolos en otros
signos que muestren otras propiedades de los mismos para poder lograr conceptualizar
las ideas matematicas. De este modo, sostiene Duval (2006), “sin mediaciones semidticas

no es posible la actividad matematica” (p.158).

En este sentido, la produccion de textos matematicos supone la escritura en torno a una
actividad matematica. Para la produccion de ese texto es necesario elegir algunas
representaciones particulares segun sea la tarea a desarrollar. En general esta escritura se
asocia a la resolucién de problemas escribiendo nameros, realizando algunas
representaciones geométricas, algebraicas o funcionales, segun sea la actividad
propuesta. Sin embargo, la eleccion del tipo de registro de representacion que el

estudiante hace no es ingenua. La marca que él elige esta relacionada con lo que sabe o
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lo que puede exteriorizar de ese objeto matematico y a su vez representa de alguna manera

las relaciones matematicas que esta construyendo.

A medida que el alumno produce el texto matematico entra en relacién con el saber que
construye. Segun Sadovsky (2005), la representacion de un determinado objeto
matematico abarca, tanto la construccion de la representacion como la posibilidad de
operar con dicha representacion, realizando transformaciones regidas por las leyes del

registro en el que se representa, atendiendo a lo planteado por Duval (2006).

Algunos autores (Bosch, 1994; Chevallard, 1996; Bosch y Chevallard, 1999; Duval,
1995), citados por Sadovsky (2005), explicitan que las transformaciones que se realizan
con las representaciones cumplen una funcién en la produccién de nuevas relaciones y de
nuevas significaciones para relaciones ya conocidas. Por lo que, se irian entrelazando
nuevas ideas matematicas que al principio de la tarea no se tenian. Es decir que el
estudiante enfrentado a la experiencia de producir un texto y resolver las actividades logra
entrelazar nuevas ideas con viejas ideas. La eleccidn de esos registros en la produccion
del texto no es inocente, es intencionada porque tienen relacion con lo que va pensando

y construyendo como nuevas ideas.

En Semiosis y Pensamiento Humano, Duval (1996), plantea que en particular el
aprendizaje de la matematica necesita de la utilizacion de sistemas de expresiones y de
registros de representacion ademas del lenguaje natural y de las imagenes. Por ejemplo,
sistemas variados de escrituras para los numeros, notaciones simbolicas, escrituras
algebraicas y logicas, expresion para las relaciones como las operaciones, figuras

geomeétricas, graficos de distintos tipos, redes, diagramas, esquemas, etc.

Ademés, Duval (1996) sostiene que la comprension matematica requiere una
coordinacion interna entre los posibles sistemas de representacion semioticos que se
pueden elegir y utilizar. Es necesario que los alumnos puedan desarrollar esa

coordinacion interna para que puedan cruzar el umbral a la conversidn de representacion.

Por tanto, se estaria en presencia de dos tipos distintos de transformaciones: la de

tratamiento y la conversion.
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El tratamiento es una transformacion que se va dando en el mismo registro de
representacion. A modo de ejemplo: al resolver un problema donde intervenga la suma
el estudiante determina qué nimeros son los que intervienen, los presenta y luego calcula
la suma. Alli hay una transformacion de tratamiento dentro del registro aritmético, es

decir usando numeros y signos matematicos.

La conversion, por su parte, es una transformacién donde los registros que se usan
pertenecen a diferentes registros de representacion. Es asi que cuando se ofrece el
enunciado de un problema en lenguaje natural que se resuelve con una suma, en general
los estudiantes necesitan cambiar de registro de representacion y usar por ejemplo un
registro aritmético para resolver el problema, expresando asi la suma a traves de simbolos

matematicos y registros numéricos convencionales.

Duval (2006), refiriéndose a los dos tipos de transformaciones sostiene que la
comprension conceptual no es la condicion de la coordinacion entre los distintos registros,

sino que, la conceptualizacion surge del desarrollo de esa coordinacion.

En sintesis, se comprende a medida que se movilizan distintas representaciones
semidticas de un mismo objeto matematico. Por lo tanto, lo que importa para la ensefianza
de la matemaética no es la eleccion del “mejor sistema de representacion” sino lograr que
los estudiantes sean capaces de relacionar muchas maneras de representar los contenidos

matematicos.

Segun Duval (2006), “la conversion se convierte en un método para analizar lo que es
matematicamente significativo en el contenido de la representacion dada. En otras
palabras, este método puede ser utilizado para el analisis de textos, empezando por el
texto del problema.” (p. 162).

Por otro lado, el autor sostiene que algunos tratamientos también tienen una complejidad
cognitiva especifica, en particular los que usan el lenguaje y la visualizacion. A su vez
plantea que la forma de expresar y entender los comentarios linguisticos no es la misma

dentro, que fuera de la matematica (Duval, op.cit.).
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El cuadro que sigue, extraido de Hitt (2000, p. 170), muestra las posibles
transformaciones a la hora del uso de distintos registros de representacion. El autor

ejemplifica diciendo:

“Las flechas 1 y 2 corresponden a las transformaciones internas a un registro.
Las flechas 3 y 4 corresponden a las transformaciones externas, es decir, a las
conversiones por cambio de registro. La flecha C corresponde a lo que
Ilamaremos comprension integradora de una representacion: supone una
coordinacion de dos registros. Las flechas punteadas corresponden a la clasica
distincién entre representante y representado. Naturalmente, este esquema

considera el caso mas simple de la coordinacidn entre dos registros”.

{Concepto, ohjeto cognitivo)
_ ¥ representado w.

— - - ‘, — - —
Representante de » Representante de
un registro A < un regisiro B
F 3 F 3
1 2
Tratamiento Tratamiento
en el registro en el regisiro

Cuadro 2- Transformaciones en el uso de distintos registros de representacion

Estos sustentos tedricos son algunos de los pilares de este estudio pues permiten analizar
las conversiones y tratamientos que se van produciendo por parte de los estudiantes al
resolver un problema de corte aritmético- algebraico. De igual forma las escrituras que se
realizan al producir las validaciones correspondientes son objeto de andlisis segin lo

planteado por Duval (2006).
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3.3- En relacién a la produccién de pruebas

Otro aspecto a considerar en este estudio es la produccién de justificaciones, de
fundamentaciones y de pruebas matematicas en la escritura exigida. Es parte del hacer
matematico fundamentar las decisiones que se toman, de lo contrario estas decisiones
quedan en el nivel de conjeturas. Sin embargo, esta necesidad no es algo “natural” en el
trabajo que se desarrolla en el aula. Para que el estudiante produzca pruebas es necesario
plantear un contrato didactico donde la validacion del conocimiento producido sea

indispensable.

En Procesos de prueba en los alumnos de matematicas, Balacheff (2000), explicita la
diferencia sobre explicacion, prueba y demostracion. El autor sitta la explicacion al nivel
del sujeto locutor. En ese sentido considera la explicacion como un discurso gque pretende
hacer legible el caracter de verdad de una proposicion a los espectadores a través de las
razones ya adquiridas por el locutor. La base de la explicacion es esencialmente el
lenguaje natural. Para Duval (1999), los enunciados de una explicacion tienen una

intencion descriptiva de un fendbmeno, resultado o comportamiento.

Por otro lado, una prueba, en términos de Balacheff (2000), es una explicacion que
asegura el caracter de validez de una proposicion y que ademas es reconocida y aceptada
por una comunidad. Esta condicion exige que los interlocutores compartan un sistema de
validacion comin entre ellos. Y la explicacion, al alcanzar un caracter social de
aceptacion de una comunidad, es plausible de convertirse en prueba. Esto trae como
consecuencia que una explicacion no siempre es aceptada por una comunidad porque

depende de su tiempo, de las consideraciones sociales y culturales de la misma.

En este trabajo se considera al aula como una comunidad donde las explicaciones puedan
transformarse en prueba a partir de un proceso de produccién de trabajo matematico. Bajo
estas circunstancias un discurso que asegure la validez de una proposicion -si es aceptada
por una comunidad- cambia de posicion: de explicacion a prueba. No es solamente
importante el cambio de estatus, sino ademas estas pruebas se incorporan a procesos de

conceptualizaciones y teorizaciones de ideas matematicas puestas en juego.
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En matematica se presenta un tipo de prueba particular, que se llama demostracion. La
demostracion trata de una serie de enunciados que se organizan siguiendo un conjunto
bien definido de reglas. Como género del discurso, las demostraciones se caracterizan por

su forma codificada.

Desde el punto de vista de la actividad matematica Balacheff (2000) identifica dos tipos
de pruebas: pruebas pragmaticas y pruebas intelectuales. En las pruebas pragmaticas, la
justificacion de la actividad esta asociada a su eficacia para la resolucion de la cuestion
planteada. Son pruebas intimamente ligadas a la accion y a la experiencia de los que las
producen. Las propiedades estan usadas implicitamente y comprobadas en la accion. Los
conocimientos funcionan como conocimientos practicos. Ademas, el lenguaje utilizado
para explicitarlas es familiar, coloquial. También lleva la marca del tiempo y de la accion

del que la produce.

En cambio, en las pruebas intelectuales, la justificacion de la actividad es conocer la
verdad. Es asi que es necesario un cambio de posicion del sujeto que la produce, ahora la
accion y los conocimientos se vuelven objeto de reflexion. Por otro lado, en este tipo de
pruebas el lenguaje utilizado es funcional, impersonal, simbélico, descontextualizado,
destemporalizado. Son pruebas en las que sus autores tomaron distancia de la accion.
Dentro de las pruebas intelectuales se encuentra la demostracidén. Obsérvese que una de
las diferencias entre las pruebas pragmaticas y las intelectuales son las herramientas

lingUisticas puestas en juego.

El siguiente cuadro, tomado de Chemello y Crippa (2011, p.64), muestra lo explicitado
anteriormente en relacion a los dos tipos de pruebas planteado por Balacheff (2000).

Naturaleza de los conocimientos | Lenguaje de la formulacién Tipo de prueba
Préactica (saber hacer) De la familiaridad Pragmaticas
Tedrica ]
o ) Funcional Intelectuales
(saber cientifico reconocido)

Cuadro 3- Tipos de pruebas y caracteristicas
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Por otro lado, Panizza (2005) en Razonar y conocer, plantea que la produccion de
conocimiento matematico transita por diferentes formas de razonar. Durante la resolucion
de un problema se comienza en general con una fase heuristica, donde se buscan
relaciones de manera desordenada, se ensaya, se van organizando las ideas que se
producen, se elaboran conjeturas. En este proceso ademas de usarse encadenamientos
deductivos se toman précticas argumentativas de otras areas del conocimiento, como la

induccion y la analogia.

A veces se plantea un andlisis de casos particulares, otras veces se toman ideas de un
problema mas sencillo ya resuelto, o de uno parecido y luego se vuelve al problema
original con las nuevas ideas. Pero esto no es suficiente, al momento de dar cuenta de los
resultados producidos, la racionalidad matemaética exige dejar de lado en las
explicaciones producidas, las formas no deductivas para lograr resultados legitimos en la

comunidad matematica de referencia.

Sin embargo, es necesario cuando un estudiante transita por la produccion de
conocimiento, ampliar la idea del proceso de validacion y no dejar reducido ese proceso

de validacion solo a la demostracion, que es la prueba por excelencia de la matematica.

En este sentido se toma de Margolinas (1993) la idea de que el sujeto que esta aprendiendo
necesita transitar por la forma de producir conocimiento de la matematica, y plantea que
la validacién es un proceso que funciona en paralelo con el proceso de resolucion del
problema. Ademas agrega, que una de las funciones de la matematica es pensar la
anticipacion de la accion, y esta anticipacion hace referencia a la prediccion y a la garantia
de validez de esa prediccidn. Aparece asi una relacion dialéctica entre la resolucion, la
prediccion y el proceso de validez que entreteje relaciones que el estudiante tiene
disponibles. Ademas, este proceso habilita la produccion de nuevas relaciones

matematicas.
La autora propone que en la enseflanza es necesario que se produzca una toma de

conciencia de las pruebas que se construyen y también un analisis de las mismas. Es por

eso que al invitar a los estudiantes a resolver situaciones matematicas no necesariamente
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aparecen todos los tipos de pruebas. Por lo que, se pueden encontrar tanto pruebas

intelectuales como pragmaticas de distinto grado de profundidad.

A continuacion, se ejemplifica lo narrado por Margolinas (1993) con una experiencia
llevada a cabo por Sadovsky (2015). Esta experiencia fue realizada con alumnos de 4° y
5° grado de escuela primaria, en la que debian identificar criterios para saber cuando un
namero es divisible entre 4. Algunos de esos alumnos planteaban ejemplos que valian
siempre y otros alumnos planteaban posibles criterios con algunos ejemplos que si valian
pero que no eran generales, es decir que no son validos para la matematica. El siguiente

fragmento ilustra esas ideas:

“En tu ejemplo no es verdad, pero en el mio si”, respondié un joven cuando
le ofrecimos un contraegjemplo para convencerlo de que renunciara a una
afirmacion que realizaba. Respuestas como esta, son frecuentes en las clases
de matematica. ¢(Qué ensefian? Como toda disciplina, el trabajo con la
matematica ofrece un modo especifico de construir una relacién con la
verdad.” (p.1)

Al producir pruebas matematicas se necesita recorrer procesos donde no solamente haya
verdades en las proposiciones de los alumnos. Ademas es necesaria la construccion de
razones matematicas que den sustento a esas verdades (Sadovsky, 2015). Estas razones
no son de cualquier indole, sino que deben tener caracter necesario, universal y
anticipatorio. Construir estas razones por escrito lleva un grado cognoscitivo mayor que
expresarlas oralmente (Carlino, 2015). En este sentido es posible hacer dialogar a Carlino
y a Sadovsky entre las relaciones de la funcion epistémica del escribir, en este caso en

matematica, y la forma de expresar las razones matematicas.

Una pregunta relevante en relacion a las fundamentaciones puede ser: ;todas las pruebas
que producen los alumnos son del mismo tipo? Sin embargo, se sabe que las categorias
de prueba que producen los estudiantes y las que se produjeron y se producen
histéricamente son muy diversas extremo que se ha tratado de justificar con los autores

anteriormente presentados.
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3.4- En relacién a una perspectiva didctica

Para este estudio se considera la actividad a proponer a los estudiantes en relacion a la
Teoria de las Situaciones Didacticas (en adelante TSD), (Brousseau, 2007). En ese
sentido se toma la nocién de situacién de validacién como modelo para pensar situaciones

donde la produccion de pruebas constituya la solucion optima a un problema.

En la TSD existen tres tipos de situaciones: las de accion, las de formulacion y las de
validacion. Esta categorizacion depende de las interacciones del sujeto que resuelve la
situacién con el medio*. Es asi que las situaciones de validacion se conciben como una
forma de estudiar la construccién de significado de una teoria matematica. Las pruebas
que se producen a partir de la resolucién de la situacién le dan sentido a los conocimientos
puestos en juego por los estudiantes con el fin de que circulen luego, dentro de la clase,

para que de este modo los alumnos se vayan apropiando de dichos conocimientos.

En particular las situaciones de validacién dentro de la TSD ponen el énfasis en que los
sujetos que resuelven esa situacion deben enunciar proposiciones y ponerse de acuerdo
sobre la verdad o falsedad de las mismas. Ademas, esas proposiciones y sus valores de
verdad necesitan ser sancionadas por cada sujeto, o grupo de estudiantes, es decir que es
necesario producir pruebas para valorar esas proposiciones. Esas situaciones tienen su
centro en las interacciones con el medio. En las situaciones de validacion se validan

afirmaciones que producen los estudiantes.

La situacion que se le propuso a los estudiantes en esta investigacion esta en el marco de
las actividades de validacion en la TSD. Dicha situacion es matematica y exige al que lo
aborda no solo resolverlo, sino producir fundamentaciones sobre lo hecho. Es decir que
se toma posicion por una manera de hacer matematica donde el alumno sea el que las
produce. Para ello es necesario poner en relacion lo que sabe, con lo que explora, y con
lo que produce con el fin de pensar sobre lo hecho y dar un valor de verdad a esas

respuestas.

4 La idea de medio es la que presenta Brousseau en su TSD.
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La produccién de fundamentaciones le permite al estudiante posicionarse en la
elaboracion de generalizaciones, donde éstas se prueben y sean parte de una trama de
ideas matematicas que se van tejiendo. La idea es que ese tejido se pueda evidenciar en

este estudio a través de la exigencia de la escritura.
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4. Metodologia

En este capitulo se presenta la informacion sobre el tipo de disefio y el alcance de la
investigacion. Se indica y define la unidad de analisis, también sus dimensiones y los
indicadores que las mismas pueden tomar en el marco de este estudio. Se exponen las
condiciones bajo las cuales se desarrolld el estudio y los criterios de seleccion de la
muestra, asi como los métodos de recoleccion de informacion, y el proceso para asegurar

la calidad, credibilidad y confiabilidad de la investigacion.

4.1- Tipo de disefio y alcance de la investigacién

Este estudio se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa, descriptivo-
interpretativo, con disefio de estudio de caso. En el andlisis se utilizaron algunos

elementos de la teoria fundamentada.

Es un estudio de caso porque se describe y analiza en profundidad la escritura producida
por alumnos de Matematica | y 11 de los Institutos Normales de Montevideo. Al decir de
Stake (1998), de un estudio de caso se espera que abarque la complejidad de un caso

particular, donde el andlisis sea intenso.

El tipo de muestreo es homogéneo y transversal. EI contexto es el aula de Matematica de
los IINN de Montevideo, en dos grupos correspondiente al primer y segundo curso de
formacidn de maestros en las asignaturas Matematica | y Il. Se describe y analiza la
escritura matematica producida por los estudiantes frente a un problema de corte
aritmético- algebraico donde se los convoca a resolverlo y a escribir la fundamentacion

matematica que ellos crean conveniente para validar el resultado obtenido.
Ademas de realizar una descripcion detallada de las producciones de los estudiantes, al
realizar el analisis de las mismas se construyeron categorias bajo las cuales se realizaron

las interpretaciones.

Estas categorias estan guiadas por el marco tedrico de referencia en dos niveles en

relacion:
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1) al uso de los distintos registros de representacion semidtica en juego en las

escrituras producidas y sus transformaciones y

2) alos tipos de pruebas matemaéticas.

En relacién al dltimo punto se han comenzado a construir algunas caracterizaciones de lo
encontrado que la teoria por ahora no especifica. Por eso este estudio posee elementos de

la teoria fundamentada:

“entendida como aproximacién inductiva en la cual la inmersion en los
datos sirve de punto de partida del desarrollo de una teoria sobre un
fendmeno" (Guillemette, 2006), que tiende "a generalizar en la direccién
de las ideas tedricas, subrayando el desarrollo de teorias méas que la prueba
de una teoria" (Hunt & Ropo, 1995, p.vii).

A partir de la recoleccion de los datos el analisis interpretativo estuvo focalizado en
continuar produciendo teorizaciones donde se intentan completar algunos huecos que en

la literatura de referencia no se han desarrollado an.

A su vez, se describen y analizan las interacciones de los estudiantes a través de la
escritura. Estas interacciones son las que se construyen entre el objeto de conocimiento
matematico puesto en juego Yy el estudiante. El analisis del objeto matematico se realiza
través de la escritura matematica de acuerdo a los distintos registros de representaciones
semioticas utilizados en los textos producidos por los estudiantes. Por otro lado, en ese

texto se continta el andlisis sobre las pruebas matemaéticas producidas.

De este modo se caracterizo la escritura de textos en el aula de matematica, elaborados
bajo ciertas condiciones®. Se procurd construir una caracterizacion de dicha escritura a
través del analisis y descripcion de los patrones recogidos en los textos matematicos
producidos por los estudiantes a través de las dimensiones que se presentan en el proximo

apartado y también en otras dimensiones que se desarrollaron.

5 Cuando se dice “bajo ciertas condiciones” se alude a considerar al estudiante como productor de conocimiento durante
el hacer matemético en cuestion.
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4.2- Operacionalizacién de los conceptos

En este apartado se caracteriza la unidad de analisis, las dimensiones que se estudian
de ella'y los indicadores para esas dimensiones de acuerdo a la pregunta que guia esta
investigacion: ;Que caracteristicas tiene la escritura en Matematica de los estudiantes
magisteriales al resolver una actividad de corte aritmético - algebraico que exige

fundamentar?

4.2.1- Unidad de analisis: Escritura en Matematica

A continuacion, se presenta una caracterizacion sobre lo que se propone en este trabajo

como escritura matematica®.

Caracterizacién de Escritura Matematica

Se entiende por escritura matematica toda marca que se produzca en un contexto de
“produccion matematica”. Este “hacer matematico’” tiene que ver con la resolucion de
actividades que involucren ideas matematicas. Las marcas que se usan en la escritura son
de cualquier indole siempre que representen objetos matematicos, relaciones,
propiedades. Las representaciones que se utilizan en la escritura matematica pueden tener

cuatro funciones diferentes. Porque son utilizadas para:

a) resolver la situacion,

b) comunicar esa resolucion,

c) validar esa resoluciony

d) volver sobre lo pensado, como funcion epistémica, con el fin de ayudar a conectar

los conocimientos que los alumnos elaboran en relacion a ese objeto matematico.

Estas cuatro funciones estan relacionadas y no son independientes. Muchas veces una

funcién ayuda a otra segun las exigencias de la escritura.

6 Esta caracterizacion de la escritura en matematica es una elaboracién propia.

7 Se entiende por hacer matematico a partir de Charlot (1986), “estudiar mateméticas es efectivamente HACERLAS,
en el sentido propio del término, construirlas, fabricarlas, producirlas, ya sea en la historia del pensamiento humano o
en el aprendizaje individual. No se trata de hacer que los alumnos reinventen las matematicas que ya existen sino de
comprometerlos en un proceso de produccién matematica donde la actividad que ellos desarrollen tenga el mismo
sentido que el de los matematicos que forjaron los conceptos matematicos nuevos”. Conferencia dictada en Cannes.
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4.2.2- Dimensiones de la unidad de analisis e indicadores

Se ha confeccionado el cuadro 4 con el fin de mostrar la unidad de andlisis, con sus dos
dimensiones consideradas para esta investigacion y los indicadores de cada una de esas

dimensiones.

El cuadro muestra la unidad de analisis: Escritura en Matematica. Las dos dimensiones
de esa unidad son los tipos de: pruebas que podran producir los estudiantes y los
registros de representacion semiética que han elegido los estudiantes para producir esa

escritura.

A su vez se sefialan los indicadores que pueden tomar esas dimensiones. Entre los tipos
de pruebas se clasifican en pruebas pragmaticas y pruebas intelectuales (Balacheff,
2000). Entre los valores que pueden tomar los tipos de registros de representacion
semiodtica se recurrird a los que presenta Duval (2006), registros aritmeticos,

algebraicos, figural, gréfico, discursivo.

UA

Escritura en

Matematica
1 1

) y Dimension
.Dlmensmn Registros de
Tipo de prueba representacion
semioticos
Intelectuales ' | | Pragmaticas ||| Algebraico ||| Aritmético | Figural Grafico | || Discursivo

Cuadro 4- Unidad de Analisis y dimensiones

Algunas de las dimensiones e indicadores, correspondientes al cuadro 4, se encontraron
a partir del andlisis de las producciones de los estudiantes. También se tuvo en cuenta en
dicho analisis las posibles funciones de la escritura producida por los alumnos indicadas

anteriormente.
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4.3- Muestra

La muestra elegida para este estudio son dos grupos de estudiantes para maestros de los
Institutos Normales de Montevideo Maria Stagnero de Munar y Joaquin Suaréz. Estos
dos grupos estan formados por los alumnos de Matematica | y Il respectivamente. En

total se recogieron producciones de 39 estudiantes pertenecientes al turno de la mafiana.

Para la seleccion de los grupos de estudiantes se tuvo en cuenta las siguientes
consideraciones. En primer lugar se consideré que estuvieran representadas las dos
asignaturas que corresponden a la formacion en Matematica de maestros, para que el
estudio cubriera alumnos de los cursos de Matematica | y Il. A su vez, generalmente los
estudiantes que cursan en el turno de la mafiana tienen menos rezago en el desarrollo de
la carrera y también son los que en su mayoria solo se dedican a estudiar o a trabajar
pocas horas, lo que en principio indicaria una posibilidad de mayor potencial para el

estudio durante el cursado de la carrera.

La poblacion de estudio quedd conformada de la siguente manera: de los 39 estudiantes,
25 alumnos corresponden al curso de Matematica | y 14 pertenecen al curso de
Matematica Il. Como ya se explicitd ambos grupos corresponden al turno de la mafiana
de los IINN de Montevideo.

4 4- Instrumentos

Los instrumentos que se consideraron para la recoleccion de datos fueron los siguientes:

- una situacion matematica con el fin de recoger la produccion escrita de su
resolucion y la fundamentacion correspondiente de lo hecho por parte de los 39

estudiantes.
- Entrevistas en audio y su correspondiente desgrabacion realizadas a 10 alumnos

qgue se consideraron representativos en el uso de cambios de registro de

representacion durante la escritura.
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- Bitacora del investigador donde se recogio y fueron anotadas durante todo el
proceso de la investigacion ideas y dudas que surgian, asi como la descripcion de
los pasos seguidos y las caracteristicas de los momentos, etc. La bitacora en tanto
documento de registro también fue usada durante el proceso de auditoria externa

para confrontar los resultados obtenidos con dos expertos.

1) Caracterizacion de la situacion matematica

Se propuso a los 39 alumnos un problema de corte aritmético- algebraico para que los

estudiantes lo resolvieran y produjeran una fundamentacion por escrito de lo hecho.

En ambos grupos estudiados el tiempo promedio que utilizaron los estudiantes para

realizar la tarea fue aproximadamente 45 minutos. Se realizé en dias distintos.

La eleccion del problema en esta investigacion fue determinante porque de él dependia la
recogida sustantiva de informacion. El disefio del problema en gran medida habilita o

dispara la produccidn de escritura, que son la base del analisis de esta investigacion.

Con ese objetivo se disefio una situacion matematica de corte aritmético /algebraico que
posibilitara explorar, conjeturar, generalizar y validar lo realizado a través la escritura. El
disefio tuvo en cuenta lo que propone Brousseau (2007) en su TSD. Para ello se realiz6

detalladamente el analisis didactico a priori de la actividad que se presenta en el apéndice.
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Enunciado de la situacién matematica

El enunciado de la situacion matematica propuesta a los estudiantes de los dos grupos fue

la siguiente:

Ana dice que siempre gue suma tres nimeros impares consecutivos el resultado
es un nimero maltiplo de 3.
A) ¢Es verdadera la afirmacion de Ana?
B) Y si suma tres nimeros pares consecutivos, ¢sucedera lo
mismo?

Fundamenta cada una de tus respuestas.

Cuadro 5- Enunciado de la actividad

2) Entrevistas

Se realizaron entrevistas a 10 alumnos en cuyas producciones se evidenciaron cambios
en el tipo de registro de representaciones usados en su produccion escrita. Estos 10
alumnos son representativos de todos aquellos que utilizaron cambios en los registros
producidos. Es decir que las entrevistas se hicieron posteriormente al andlisis de las

producciones escritas de los estudiantes.

El tipo de entrevista usada fue no estructurada (Corbetta, 2007), es decir que no se
predetermind el disefio de las preguntas, para que pudiera variar de un alumno

entrevistado a otro segun fuese la produccion escrita producida de cada uno.

El objetivo de las entrevistas fue recoger la voz de los estudiantes en relacion a los
cambios de registros realizados. Por un lado, para determinar de primera mano, Si €sos
cambios fueron “conscientes” o se produjeron “sin pensar”. A su vez dentro de los
“cambios conscientes” recoger informacion sobre las razones de la decision tomada para
confrontar con las hipotesis de trabajo. Es decir, no solo contar con informacién a partir
del andlisis y su correspondiente interpretacion desde el desarrollo tedrico, sino también

desde su propia voz.
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Las entrevistas a los estudiantes funcionan como una auditoria interna al decir de

Sampieri (2016), con el fin de garantizar la credibilidad de la investigacion.

Se contd con la desgrabacion del audio de las 10 entrevistas. La informacién recogida
ayudd sustantivamente a confrontar con las hipotesis de trabajo que se venian
desarrollando en relacion a la construccién de categorias con los indicadores presentados
en el apartado correspondiente a la unidad de andlisis y el que se presenta en el proximo

capitulo.

3) Bitacora del investigador

La bitacora del investigador es otro instrumento usado para recoger informacion. Segun
Guber (2011), “el acto de transcribir notas constituye una de las herramientas por
excelencia para la elaborcion reflexiva de lo que ocurre en el campo y, simultanea e

inexorablemente, para la produccion de datos” (p.96).

Por otro lado la autora sostiene que la fuente del proceso de registro es la que se genera a
partir de la confrontacion de actividades, personas, lugar y tiempo. En esta investigacion
se tomaron en cuenta las cuatro variables que asocia Guber (2011). El registro en la
bitacora del investigador fue considerada no como depdsito de informacion sino como un

didlogo continuo en el proceso de investigacion que se Ilevo a cabo.

Ademaés, toda la “documentacion registrada en la bitdcora ya sea referido a las
observaciones o lineas de pensamiento tienen el objetivo de minimizar la influencia de
las concepciones de la investigadora con el fin de garantizar la confiabilidad del proceso

de estudio” (Sampieri, p.473).

En ese sentido, el registro en la bitacora consistio en registrar todas las notas durante la
puesta en acto de la resolucion del problema en ambos grupos como asi también durante
las entrevistas. Se recogié también en la bitacora lineas de pensamiento que surgian
cuando se analizaron las producciones de los alumnos, las posibles preguntas que

emergian de ese andlisis con el fin de registrarlas para tenerlas disponibles para cada
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estudiante. Hay que tener en cuenta que los estudiantes a los que se les realizaron las
entrevistas eran representantes de categorias de produccion escrita que la investigadora

venia construyendo.

De igual modo en la bitacora se registraron los dialogos e intercambios que se realizaron
con dos profesoras expertas del &rea de Matematica de los IINN de Montevideo, con el
fin de triangular las categorias construidas por la investigadora para asegurar la

credibilidad de lo realizado. Estos intercambios se registran en el proximo capitulo.

4.5- Recogida de informacién

A partir de la recogida de las producciones escritas de los estudiantes se comienza con el
analisis de las mismas en dos niveles: uso de registros de representacion y tipo de pruebas

usados por los estudiantes.

Se describe también el ambiente en que se realizo la recogida de informacion de los textos
matematicos. En esta descripcion se tiene en cuenta: las condiciones de los alumnos
estudiados, los materiales usados, en qué momento se llevé a cabo el estudio. El fin de
estas especificaciones es que el lector pueda preguntarse por la transferencia de este

estudio a otros contextos similares (Sampieri, 2016).

Como ya se dijo, se realizaron 10 entrevistas a estudiantes considerados como
representativos de escrituras donde se observaron cambios de registros al resolver la
actividad y fundamentar lo realizado. Estos cambios se observaron tanto para la

resolucion como para validar lo hecho.
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4.6- Proceso por el cual se asegura la calidad, confiabilidad y validez del

estudio

Con el fin de asegurar la calidad y confiabilidad de la investigacion se realizé un proceso
de triangulacion y cristalizacion de las fuentes de andlisis (Santaella, 2006). El objeto de
analisis fueron las producciones de textos de los estudiantes, que se contrastaron con las

posiciones tedricas asumidas en la presente investigacion.

También se realizaron entrevistas a aquellos estudiantes cuyos textos evidenciaron en la
resolucion de un mismo problema, cambios en el uso de distintos registros de
representaciones semidticas en su escritura. Estas entrevistas tuvieron como finalidad
confrontar lo escrito con lo pensado por el estudiante, para de este modo recoger insumos

de la funcién epistémica del escribir.

A su vez, estas entrevistas arrojaron informacidn pertinente cuyo objetivo fue indagar de
primera mano los motivos de estas transformaciones, con el fin de garantizar la
credibilidad del estudio. Estas entrevistas funcionaron a modo de auditoria interna de la

investigacion.

Por otro lado, para continuar garantizando la credibilidad de la investigacion se realizd
un encuentro con colegas calificadas® con el fin de confrontar lo que se habia encontrado
e interpretado. Esta reunion funciondé como auditoria externa del estudio con el fin de

garantizar la credibilidad del mismo (Sampieri, 2016).

Para la auditoria externa se realiz6 una reunidn de trabajo donde se les presenta a las dos
colegas calificadas las producciones escritas de los alumnos que aparecen en el cuadro 6.
Las producciones que se les ofrecio estaban analizadas y categorizadas por la

investigadora, pero ellas no sabian como y porqué se habian categorizado de esa manera.

8 Cuando se dice docentes calificados se refiere a docentes efectivas en los IINN de Montevideo en el
area de Matematica y con una antigiiedad mayor a 15 afios de trabajo acreditado, no solo en docencia
directa sino en estudios realizados.

48



Es asi que se les presenta conjuntamente las producciones y las categorias de analisis de
manera separada solicitandoles que en forma individual las estudiaran y las ubicaran en
alguna de las categorias ofrecidas. Si alguna de las producciones no era plausible de ser

ubicadas en ellas se les solicitd que dijesen qué categoria crearian y porque.

Posteriormente al trabajo individual se colectivizaron los resultados de esa categorizacion
confrontando lo que cada colega habia decidido con lo que la investigadora habia

producido. En todo momento se presentaron argumentaciones sobre lo realizado.

Entre las categorias que se les presento, se ofrecio una nueva categoria construida a partir
de este estudio, por las restricciones que mostraba el marco teorico a la luz del anélisis
producido en relacion a las pruebas matematicas: la referida a pruebas intermedias. La
nueva categoria que se construyo tuvo por finalidad alojar algunas producciones que no
tenian cabida en las del marco tedrico de referencia (Balacheff, 2000). El objetivo fue
confrontar si las categorias que se construyeron y la ubicacion de estas producciones
fueron fundadamente coherentes. En el capitulo 5 donde se analiza la informacion se

detallara lo sucedido.

En sintesis

En relacion a la confiabilidad, credibilidad y la validez del estudio se llevo a cabo un
proceso de triangulacién y cristalizacién usando las informaciones que emergieron del
andlisis de los documentos producidos por los estudiantes y las entrevistas realizadas.
También se confrontaron las categorias armadas por la investigadora con docentes con
experiencia en el area con el fin de poner a discusion las mismas. Este proceso tuvo como

contexto de referencia el marco conceptual y los antecedentes elegidos.
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5. Analisis de la informacion

5.1- Descripcién de la recogida de la informacién

La recogida de informacion se produjo en distintas etapas. En un primer momento fue la
seleccion de los grupos en donde se iba a llevar a cabo el estudio. Esto fue justificado en

el apartado 4.3 del capitulo de Metodologia.

En un segundo momento se disefid una situacién matematica con la que se recogid la
informacion. Se tuvo en cuenta para el disefio varios elementos que se describieron en el
punto 4.4 con el fin de que este instrumento pudiese garantizar la recogida de

informacion.

El tercer momento fue la aplicacién de la situacion matematica en los grupos de
Matematica | y 11 seleccionados. En ambos grupos se garantizo tiempo suficiente para
que los estudiantes pudiesen resolver el problema, pensar la escritura, revisarla y producir
validaciones de lo hecho. Para esta tarea se destinaron aproximadamente 45 minutos en
cada grupo. ElI ambiente fue distendido, se enmarcé la actividad de resolucién del
problema por parte del docente y de la investigadora, creando asi un ambiente de bajo
riesgo para que las producciones fueran de la mejor calidad posible. Es decir que cada
estudiante pudiera, desde el estado de sus conocimientos, explicitar todo lo que sabia en

relacién al problema planteado para producir una escritura.

El cuarto momento, fue la descripcion, analisis y categorizacion de las producciones de
los estudiantes. En la quinta etapa se puso el centro en la seleccion de aquellas
producciones donde se reflejaban cambios de registros en las representaciones durante la

escritura.

En sexto momento, fue realizar las entrevistas a los estudiantes seleccionados para poder
confrontar de primera mano nuestra interpretacion con la voz del estudiante con el fin de
corroborar nuestras hipdtesis o bien refutarlas. La idea fue poder contar con una auditoria
interna (Sampieri, 2016) con el fin de garantizar la credibilidad del estudio y avanzar en

las hipdtesis de la investigacion. Estas entrevistas se realizaron en un salén preparado
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para tener la privacidad suficiente para el desarrollo de las mismas. En general cada una

tuvo una duracién en promedio de 8 minutos.

En la séptima fase, se realizaron las desgrabaciones y se volvid sobre el andlisis de las
producciones que correspondian a las entrevistas realizadas para confrontar con las
categorias iniciales. A continuacion, se describe, analiza y categoriza fundadamente lo

encontrado.

Por ultimo, en la octava fase se convoco a dos colegas expertas en el area para contrastar
su juicio sobre la categorizacion de las producciones escritas con las realizadas por la

investigadora.

5.2- Categorias construidas a partir de las producciones escritas

Las categorias que se describen a continuacion tienen relacion teorica con los tipos de
registros usados por los alumnos y por las distintas formas de producir pruebas para

validar la resolucion realizada.

Con el fin de caracterizar las producciones escritas de los estudiantes, se utiliza la
categorizacion de los distintos registros de representacion semioticas que hace Duval
(2006a), se establecen relaciones con los tipos de pruebas, que los alumnos usaron, segun
Balacheff (2000).

Se ha construido para tal fin el cuadro 6 donde se explicitan los cruces con las dos

dimensiones a estudiar y los indicadores correspondientes:

- Registro de representacion semidtica y

- Prueba producida

Las producciones que se eligieron para poner en la tabla funcionan como ejemplos de
esas categorias. Obviamente no son las Unicas encontradas de ese tipo, sino que se

presentan con el fin de ejemplificar y profundizar el analisis dentro de cada categoria.
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TIPO DE PRUEBAS PRODUCIDAS
Pragmaticas Intermedias Intelectuales

o Lenguaje A10° Al4, A18, A20 Al, A19
a g é Natural Al6, A15, A6
8 e \'5 Aritmético A10 Al4, A18, A20
o B =
o x W .
mw £ 9| Algebraico Al10, Al4 Al, A19
x g 2

[+4

Cuadro 6- Categorias construidas

5.2.1- Construccion de una nueva categoria

Se ha confeccionado la categoria llamada “Pruebas Intermedias” con el fin de
identificar aquellas que no son intelectuales ni empiricas propiamente dichas. En estos
casos los estudiantes usaron ejemplos genéricos, es decir, pusieron en juego distintos
tipos de nameros, donde estos no solo representan esos ndmeros, sino que estarian
“funcionando” como casos de generalizacion. Estas producciones ain no estan para ser
consideradas como pruebas intelectuales (Balacheff, 2000) pero se evidencian rasgos que
ya no las alojan como pruebas pragmaticas. Esto se describe detalladamente mas adelante
cuando se realiza el andlisis de esta categoria con los distintos tipos de registros que

usaron los estudiantes, ejemplificandolos.

5.2.2- Comentarios generales sobre el analisis de la informacion

En todas las producciones escritas se observd el uso de méas de un registro de
representacion, es decir que en su totalidad se evidenciaron transformaciones de
tratamiento y/o conversion, al decir de Duval (2006). Los tipos de registros encontrados
se mezclan y en general van produciéndose conversiones, es decir cambian de un tipo de
registro a otro, no se mantienen dentro del mismo registro. En ese sentido, algunos
estudiantes comienzan escribiendo a través del uso de registros aritméticos y luego

escriben en lenguaje natural. En otros casos el primer tipo de registro que aparece es el

9A10, Al6, A15, A6, Al4,...etc. representan los alumnos dentro de las categorias confeccionadas.
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lenguaje natural y mas tarde transforman las escrituras usando registro algebraico y/o
aritmético. Pocas veces aparecen conversiones del registro aritmético, al algebraico y

luego al lenguaje natural y reciprocamente.

Se ha evidenciado que es el lenguaje natural el que va conectando las
trasformaciones de los distintos registros. Esto podria significar que el uso del lenguaje

natural es el que oficia como nexo, explicitando lo hecho aritmética o algebraicamente.

De las 39 producciones escritas solo en dos casos se encontrd predominancia neta de
lenguaje natural, haciendo referencia a los ejemplos en registro aritmético de manera
colateral. En ninguno de estos dos casos las producciones de pruebas fueron del tipo

intelectual.

Como ya se dijo el registro de representacion semidtico que aparecid en todas las
producciones, fue el de lenguaje natural. Le sigue en nimero el uso del registro aritmético
- numérico, cargado en general de casos concretos usando ndmeros arabigos
convencionales. Un ejemplo de caso muy comuin encontrado es el que se evidencia en la
siguiente escritura, cuando se considera la suma de tres nUmeros impares consecutivos

donde se mezcla el lenguaje natural con el registro aritmético:

“1+ 3+ 5 =9y 9 es un nimero multiplo de 3”.

Por Gltimo, el menos utilizado fue el registro algebraico. Esta constatacion permite
avizorar posibles explicaciones en relacién a la escasa produccion encontrada sobre

producciones de pruebas intelectuales. Estas fueron las pruebas menos producidas.

Como se sabe para producir en matematica una prueba intelectual es necesario un
lenguaje impersonal, atemporal, donde los objetos que se usen sean los que plantea la
situacion, pero ubicandolos en un grado de generalidad tal, que cumplan siempre las
condiciones bajo las cuales la actividad lo exige (Balacheff, 2000). Al ser el registro
algebraico el menos encontrado, la prueba intelectual tipica de la matematica, que es la
demostracidn, aparece en muy pocas producciones. En algunos casos se las ha encontrado
ligadas solamente al lenguaje natural y otras vinculando el lenguaje natural combinado

con el uso del registro algebraico.
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5.2.3- Andlisis de los huecos del cuadro 6

Como el lector podra observar en el cuadro 6, aparecen dos espacios sin ejemplos. Estos
huecos corresponden al cruce de utilizacion de registros algebraicos en la produccion de
pruebas pragmaticas y el uso de registro aritmético para la produccién de pruebas
intelectuales. No se encontraron producciones con esas caracteristicas lo que lleva a
pensar una hipotesis légica. Si el estudiante produce una prueba pragmatica, pegada a
ejemplos, a casos concretos con un lenguaje personal, ubicado en una situacion concreta
de accion, no necesita el registro algebraico. Puesto que el uso del registro algebraico
produce un pensamiento general, tratando de despegarse de ejemplos concretos para
establecer trazas de validez que bajo las circunstancias del problema sirvan para todos los
casos. Por eso es que ha parecido légico que no hubiese producciones escritas de este

tipo.

El segundo cuadro en donde no se encontraron producciones escritas fue el
correspondiente al uso de registro aritmético para producir pruebas intelectuales. De
algiin modo seria el opuesto del anterior. Para producir una prueba intelectual es necesario
lograr un grado de generalizacion basado en el uso de propiedades que se expliciten, en
un lenguaje impersonal y en condiciones de atemporalidad, es decir sin usar ejemplos
concretos. El registro aritmético para la resolucion de este problema utiliza nimeros
concretos aunque funcionan de manera general. Seré necesario despegarse de este registro
para poder lograr una prueba intelectual pura. Por lo tanto, no encontrar produccion

escrita para este cruce de los indicadores de las dimensiones tiene logica.
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5.3- Descripciones y caracterizaciones especificas

5.3.1- Prueba pragmatica e intermedia con escrituras en lenguaje natural,
aritmético y algebraico

La produccién (A10) es un ejemplo tipico donde se identifican los registros en lenguaje
natural, aritmético y algebraico. Sin embargo, la validacion que presenta es sumamente
escasa. Se observa en la imagen de la figura 1, que el estudiante utiliza sentencias del tipo
“siempre que sumas...” pero no las valida o da por hecho que lo que escribe con ejemplos

numéricos funciona como una validacion o prueba de lo que afirma.

wnr )

Figura 1- Produccion A10
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Como se observa en la Figura 1, para ejemplificar, A10 comienza con sumas de nimeros
consecutivos “bajos” tanto de impares como pares. Luego en la suma de consecutivos

impares amplia el dominio presentado y muestra

“101 + 103 + 105= 309"

Esta escritura podria estar funcionando como uno de los ejemplos genéricos para intentar
expresar de alguna manera, que no importa qué nameros se elijan porque siempre la suma
de tres impares consecutivos es maltiplo de 3. Hay un puente con el registro algebraico

donde A10e xplicita que?®

@ +B+@n+B +@+§
Marca los naturales 5+ 3 + 1 = 9, expresando que este Gltimo es multiplo de 3.

En la parte A) de la respuesta vuelve a explicitar la misma idea que utilizé en lenguaje
algebraico, pero ahora escrito en lenguaje natural. Expresa que alcanza con lo que se suma
para gque sean impares y que por esa razon el resultado de esa suma es un maltiplo de 3,

registrandolo de la siguiente manera: “siempre sera maltiplo de 3”.

Pareceria que A10 supone que es suficiente con lo que se les suma a los nimeros pares
(tres sumandos 2n) para que sea multiplo de 3, pero no dice como es el resultado de la
suma de esos otros tres sumandos pares. Se podria pensar que lo da por hecho o solo
considera que se debe focalizar en lo que agrega a esos numeros pares con el fin de saber

si la suma es o no, multiplo de 3.

Como se puede observar en el analisis de la escritura no hay una produccion de una prueba
intelectual, se estaria frente a un ejemplo de prueba “intermedia”. En lo escrito por el
estudiante se observaria una aproximacion a una posible prueba intelectual en la que aln
faltan fundamentaciones usando propiedades. Por ahora a estas propiedades las esta
utilizando en acto, sin explicitarlas. Surge asi una posible interrogante en relacion a si el

estudiante da por hecho esta circunstancia porque la ve redundante y no es necesario

10 La marca con color es de la produccion del estudiante, ver figura 1.
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explicitarla en su escritura, 0 ain no ha podido establecer lo que significa producir una

prueba en Matematica.

Al realizar la entrevista a este estudiante se pudo comprobar que su produccion escrita
tiene segun su parecer “todo lo exigido” sin ver aun los huecos en el desarrollo de su

argumentacion. A continuacion, se transcribe un fragmento de esta entrevista'®.

I: ¢Por qué te parecio suficiente con lo que escribiste para
fundamentar lo hecho?

A10: Puse ejemplos para darme cuenta, luego escribi con letras y
después expliqué con palabras.

I: ¢Eso es lo que haces siempre para decir porqué en matematica?
A10: Si, siempre que leo algunas cosas de matematica aparece asi:

ejemplos, algo escrito con letras y cosas parecidas a conclusiones.

Sin duda A10 esta en la busqueda de regularidades para saber cuando algo “esta probado
0 no”, ha identificado “las partes” que el alumno nombra, pero no ha construido aun las
conexiones logicas que fundamentan el uso de “esas partes” que el identificd dentro de
un texto matematico. El estudiante se concentra en lo que considera “cumplir” con una
formalizacion que ha detectado en los libros de matemaética que ha leido, en su historia
como alumno de matematica cuando tiene que resolver un problema y decir porqué hizo
lo que hizo. Todavia en A10 estan en transicion las fundamentaciones que permiten el

avance a la prueba intelectual.

En relacion a las justificaciones este es un ejemplo de produccién de un texto donde

la forma de lo escrito es mas importante que el significado de lo producido.

11, representa el investigador y A10, al alumno.
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5.3.2- Prueba intermedia con escrituras en lenguaje natural, aritmético y algebraico

Algunas producciones como las Al4, A18 y A20 se asemejan al tipo de prueba intermedia
que produjeron los estudiantes usando lenguaje natural y registro aritmético. Sin embargo
la produccion de Al4 muestra un desarrollo mayor que las producciones de A18 y A20

porque intenta escribir en registro algebraico con el fin de generalizar lo encontrado.

Por otro lado, estas tres producciones se asemejan en la regularidad encontrada a la hora
de la busqueda de la solucion. Exploran y visualizan que el sumando “del medio”
multiplicado por 3 da el resultado de esa suma, tanto en el caso de nimeros impares como
de pares. Pareceria que se apoyan en esta constatacion para comenzar a producir sus
pruebas porque estan garantizando de alguna manera que “si la suma es siempre el del

medio x 3, entonces el resultado siempre es multiplo de 3.

La figura 2 muestra la produccion de A18.

4

\
~

Figura 2- Produccion A18
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Cuando se le pregunta si lo que afirma de Ana es verdadero: “siempre que suma tres
nameros impares consecutivos el resultado es un nimero maltiplo de 3”; la respuesta para
la parte es “Si, ya que seria como multiplicar el mismo numero por 3”. Luego escribe un
ejemplo y se pregunta, “porqué digo...” con la intencion de producir la justificacion.
Habla de numeros “altos” y “bajos”, aludiendo al mayor y al menor nimero considerado
en la suma de tres impares o pares consecutivos. Da por hecho que un nimero sera
multiplo de 3 si se puede escribir como un “ndmero x 3”, y nunca nombra la definicion

de multiplo de 3 como para apoyarse, directamente la pone en juego.

Tanto Al4, como A18 y A20 buscan una suma equivalente a la planteada en la actividad.

Transforman la suma de tres impares o pares consecutivos en “el del medio x 3.

La produccion de A20 expresa que “un numero es maltiplo de 3 si la suma de todas sus
cifras es maltiplo de 3. Utiliza un criterio de divisibilidad por 3 para validar lo que
encuentra en casos particulares, pero los hace funcionar como casos genéricos al
aumentar el dominio numeérico de los ejemplos. Por esta razon se puede sostener que la
prueba que intenta producir para validar lo hecho es del tipo intermedia. A20 lo expresa

asi:

“Ocurre que, si yo sumo tres niUmeros impares consecutivos o
pares consecutivos, en realidad es como si estuviera
multiplicando el del medio (ejemplo 1222) por 3. Por tanto, el
resultado de multiplicar un ndmero por 3 nos da un multiplo
de3.”

Fundamenta expresando lo que encuentra con ejemplos numéricos generales, pero no
prueba que pasa con los casos generales. Se puede interpretar que ain no tiene necesidad
de generalizar esa escritura y transformarla en algebraica con el fin de poder dar el salto
para intentar producir una prueba intelectual. No es suficiente para la matematica probar

con el 122 como caso genérico. Necesitaria escribir en algin registro el caso general para

12 A20 escribe el ejemplo: 120 + 122 + 124 = 366, 366 es maltiplo de 3, 122 x 3 = 366
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poder probar que se cumple siempre bajo las condiciones del problema, explicitando las

propiedades necesarias.

Volviendo a la escritura de A18, se observa un intento de generalizacion en cuanto a lo

gue se suma o se resta, de acuerdo al nimero “mas bajo o mas alto”. Expresa que:

“si sumo de 1 en I reemplazamos el 2 por el 1y escribe para

ellounejemplo: “(1+3) + 4+ (5-1) = multiplo de 3.

En otros términos, se puede interpretar que esta considerando la suma de tres niUmeros
cualesquiera consecutivos. Como “vande 1 en 17, suma y resta 1 convenientemente a los
nameros que considera como extremos de los tres elegidos. Lo mismo hace si van de “5

en5”.

También sobre la produccion de Al8 se puede pensar que por un lado se apart6é de lo
exigido para la resolucion de la situacion matematica (suma de a 5, esto no se pedia en el
problema). Por otro lado, sigue pensando que con ejemplos genéricos puede probar y que
siempre esa afirmacion es cierta. Como tercer aspecto avanza preguntandose qué
sucederia si en vez de sumar tres nimeros pares o impares consecutivos fuesen de 5 en 5,
¢la suma siempre seria multiplo de 3? No lo prueba, pero comienza un proceso de

generalizacion que lo muestra en su escritura. Lo expresa de este modo:

“Se hace una generalizacion que dependiendo de la forma en la que
contemos (de 2 en 2, de 3 en 3, de 4 en 4, o) si tomamos 3
consecutivos y al menor de ellos le sumamos el nimero que vamos
sumando para contar y al mayor de los 3 se lo restamos todos

quedan iguales.”

La escritura producida por Al4 se muestra en la figura 3. Es uno de los ejemplos dentro
de este grupo, el estudiante presenta intentos de generalizacion a través de una escritura

en registro algebraico.
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Figura 3- Produccion Al4

Utiliza las letras a, b y ¢ como representacion genérica de nimeros naturales y marca que
son tanto pares como impares. Comete un error al considerar que la diferencia entre dos
ndmeros consecutivos tanto pares como impares es 1, pues la diferencia entre dos
consecutivos pares o impares es 2, no 1. Esta considerando la idea de diferencia en
términos de “cantidad de nimeros entre” y no como la sustraccion entre los dos numeros
expresados como “a-b =1". Una posible interpretacion de esta escritura es que entre dos
pares consecutivos hay un nimero impar y eso seria lo que podria representar ese 1. La
misma explicacion podria funcionar si son impares consecutivos. Lo expresa en su

produccion:

“Sumando tres numeros consecutivos ocurre lo mismo,
porque sigue siendo la misma cantidad de nimeros (3) con

’

uno de diferencia entre cada numero.’

La produccion de Al4 permite suponer que para probar lo que esta presentando como
resolucion del problema necesita expresar “con letras” lo que ve con nimeros, como
forma de escribir que las letras representan cualquier nimero de ese tipo, tal como lo

expresa en “Sean a, b, ¢ pares o impares”.
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La escritura algebraica podria estar funcionando como puente para comenzar con
la produccion de pruebas intelectuales, evidenciando de este modo que con ejemplos

no es suficiente.

5.3.3- Prueba pragmatica con predominio de escrituras en lenguaje natural

Un ejemplo paradigmatico de produccion de texto matematico con el fin de justificar el
valor de verdad de una proposicion es el realizado por A16. La escritura de este estudiante
funciona como un “ejemplo genérico” de la construccion de las reglas del debate
matematico identificadas por Arsac (1992). Se hace referencia a la regla que expresa: “en
matematica, no son suficientes algunos ejemplos que verifican un enunciado para probar

que es verdadero”.

En la produccion de A16 se observa, referido a la parte A) del problema propuesto:

“Primero busqué una contradiccion, un ejemplo en el que
no sucediera la generalidad, no encontré. Por lo tanto,

tomé como afirmativo lo que Ana plantea”

Si se estuviera fuera del dominio de la matematica esto podria funcionar, pero en
matematica esto no es asi. La regla explicitada por Arsac (1987) remite a cuestionar la
produccion de pruebas pragmaticas que los estudiantes utilizan con mucha frecuencia.
Tal como lo explicita A16, al no encontrar ejemplos que contradijesen la proposicién,
concluye que entonces, ésta es verdadera. Ahora bien, lo buscado son solo ejemplos
finitos, no puede controlar todos los casos porque son infinitos, entonces no se posible

asegurar a partir del proceso de escritura de A16 que la proposicion de Ana sea verdadera.

El registro que usa Al6 es solamente lenguaje natural. No presenta en su produccién
ejemplos numéricos a través del registro aritmeético de esos casos en los que se apoya para
expresar que la proposicion es verdadera. Sin embargo, se puede suponer que los
ejemplos en los que se sostiene los escriturd fuera del texto que presento, para poder
establecer la conclusion que propone. Lamentablemente esta accion realizada por A16 es

cotidiana a la hora de las producciones de textos escritos en el area de matematica.
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Seguramente esta escritura se basa en un contrato didactico que propone escribir
solo las conclusiones, no mostrar el proceso seguido en la produccion de
afirmaciones y dejar el texto prolijo de forma pero no de fondo, donde las razones

matematicas no se pueden atrapar.

El texto de A16 al no presentar los ejemplos que trabajo, impide luego volver sobre si
mismo, con el fin de mejorar lo hecho, de pensar lo pensado. Este aspecto sefiala un
asunto con lo que es necesario trabajar para habilitar que las producciones escritas en
matematica por parte de los estudiantes comiencen a traslucir lo que se piensa. Es
importante dejar por escrito el proceso de pensamiento, aunque tenga errores 0 esté
incompleto o, en palabras de los estudiantes “est¢ bien o mal”. El propdsito de registrar
por escrito ese proceso es que al volver sobre él se pueda mejorar, ampliar los rangos de

accion, para poder construir ideas matematicas con raices fuertes.

De igual manera, el texto de A15 tiene caracteristicas similares al anterior. Salvo tres o
cuatro escrituras numeéricas el registro predominante es lenguaje natural. Sin embargo,

agrega algunas consideraciones en relacion a la produccién de Al6.
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Figura 4- Produccion A15
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En la parte A) del texto de A15 se puede observar, al igual que en el de A16, el relato:

“Esto mismo lo realizo con diferentes nimeros impares
consecutivos compruebo que lo que dice Ana se cumple ya
que tomo 3 nimeros, si tomara 4 (por ejemplo) ya deja de

ser multiplo de 3.”

Es asi que se puede identificar un argumento que en A16 no estaba: la cantidad de
sumandos con el fin de encontrar “un caso que no se verifique”. A15 cambi6 las
condiciones del problema porque se planteaba el trabajo con tres sumandos, no con
cuatro. Quizas introdujo este cambio para analizar cuando se verifica y cuando no.
Seguramente esta exploracion lo ayudé a pensar que la cantidad de sumandos asociados
tiene alguna relacion con el resultado de que la adicién sea 0 no mdltiplo de 3. En la
escritura no aparece la prueba de esta conjetura, pero hay un indicio de relacionar el
nimero de sumandos pares 0 impares consecutivos con que el resultado de esa adicion

sea 0 no multiplo de la cantidad de sumandos.

Otro ejemplo dentro de esta categoria es el texto que produjo A6. En relacién a la escritura
en lenguaje natural A6 relata en la entrevista porqué usa prioritariamente esa forma de

registro:

I: Vi que usaste mucho el lenguaje natural..., contd un poquito
por qué lo usaste, por qué te sirve.

A6: En realidad no me gusta hacer la prueba de si es 0 no porque
después me pierdo...

I: ¢A qué te referis con eso de la prueba, a escribir
¢algebraicamente, con letras?

A6: No sé, en realidad voy pensando lo que estoy haciendo, voy
haciendo los pasos, voy explicando porque después tengo que
fundamentar lo que vas haciendo y si lo hago separado
(refiriéndose a escribir algebraicamente) después no sé qué me

estaba preguntando...por qué lo hice. Entonces voy pensando y
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escribo eso: “ahora voy hacer la suma tal y voy viendo...si puede
ser ono...”

I: Ah! Vas haciendo como un relato de lo que vas pensando, y eso
cte sirve?

A6: Claro! Como un cuentito.... Hago la misma generalizacion
con pares...

I: ¢A qué le estas llamando generalizacion?

A6: Ella (Ana, la del enunciado del problema) lo que quiere saber
si suma tres n° impares pueden ser maltiplo de 3y lo que quiere
hacer es medio una generalizacion (...) Primero pensé algunas
sumas y después te vas dando cuenta que siempre se cumple.

I: ¢Como te vas dando cuenta de que siempre se cumple?

AB6: Después lo hice con el 2 (referida a la parte B del problema)
también pasa y si no son consecutivos no pasa y todo asi... Eso
no sé si lo escribi o lo pensé.

I: A ver... (la investigadora se fija en la produccion de A6). No,
no lo escribiste...

A6: Voy pensando las diferentes opciones y voy viendo. A veces
me es dificil escribir todo, todo lo que voy pensando porque vas
pensando mas rapido de lo que vas escribiendo... por €so lo del
cuentito....

I: Ah! El cuentito que vos decis te facilita (...) ¢para qué lo
querés?

A6: Lo quiero para responder lo que me estan preguntando, para
que el otro sepa lo que respondo...Aca en magisterio es mucho
mas dificil. Porgue si estas haciendo un ejercicio (referido a
bachillerato) bueno ya estd, lo haces y listo, pero aca te piden que
expliques por qué lo estds haciendo asi, de qué manera, qué
usaste para resolverlo, por qué lo estds haciendo asi... Para mi
no es tan facil... escribir y explicar lo que hacés...no es nada

facil..., para mi no es nada facil. Te piden que expliques...
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A6 plantea varias cuestiones simultaneamente. Por un lado, que en magisterio el contrato
didactico cambio respecto a bachillerato y no es suficiente con “hacer el ejercicio”. ES

decir, solamente presentar la solucion al problema.

Ademas aparece, segun A6, una exigencia en relacion a probar lo que se hace y lo que se
dice en matemaética, que puede tener a nuestro entender, a partir de lo sucedido en

bachillerato, dos opciones:

1) O bien, A6 no identifico esa exigencia de producir pruebas y de ese modo su

produccion matematica valid, aunque no haya producido justificaciones, o

2) esas producciones, que no identificd claramente, no fueron del mismo nivel de

exigencia que en magisterio.

Este hecho podria ser una posible explicacion sobre porqué cuesta tanto la produccion de
pruebas en el nivel de magisterio a pesar de que los estudiantes cuentan como minimo
con 12 afios de escolaridad. Segun este testimonio pareceria que durante los afios de
bachillerato la relacion con la matematica fue “hacer mecanicamente” y que ahora, en su
formacion profesional aparece una exigencia no reconocida en el hacer matematico:

escribir para producir pruebas.

En los dichos de este estudiante se observa algo que se puede generalizar en relacion a la
escritura en matematica, porque expresa con claridad la dificultad de escribir para reflejar

lo pensado. A veces “pensamos mas rapido y no lo escribimos”.

Por otro lado, frente a este requerimiento de probar lo que hace, aparece el lenguaje
natural como herramienta. Extremo que podria estar funcionando como proceso
incipiente de la importancia de registrar las producciones matematicas no solo para
resolver el problema, sino también para comunicar lo hecho a otro, y ademaés tener el

registro como un documento que permite acceder a revisar lo pensado.

En la entrevista también se observo ese juego de “voy haciendo un cuentito” refiriéndose
a escribir en lenguaje natural como opuesto a usar el registro algebraico. Este se ve mas

lejano, un poco inalcanzable, que no refleja todo lo que A6 va pensando. Aun le es ajeno
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el lenguaje algebraico y como el uso de ese registro se acerca a una escritura impersonal

todavia no la puede captar para comunicar lo que A6 va produciendo.

Segun Balacheff (2000), esta expresion de “voy haciendo un cuentito” seria una forma de
exteriorizar el razonamiento llevado a cabo por esta categoria de estudiantes, “lo que voy
pensando”. Para el autor el término razonamiento designa la actividad intelectual no
completamente explicita que se ocupa de la manipulacion de la informacion dada o
adquirida para producir nueva informacién. Es asi que los estudiantes A16, A15 y A6
presentan predominancia de escritura en lenguaje natural como forma de comenzar a

producir pruebas matematicas y “no perder” lo que van pensando.

Una posible interpretacion de que el registro algebraico sea usado de manera menos
frecuente, aungue es conocido por estos estudiantes, es que no lo vean como utilizable
para entrar en el juego de las generalizaciones y de la produccion de pruebas. Pareceria
que encontrar fundamentaciones de por qué se hace lo que se hace, es equivalente a probar
con algunos casos numéricos y considerarlos como “generalizaciones”. Estaria en el
pensamiento de estos alumnos que seria suficiente con probar un nimero de casos finitos

para demostrar la validez de una proposicion.

En esta categoria el lenguaje natural seria el registro que permite la entrada a la
produccién pruebas matematicas. Se puede sostener a partir de este estudio que si
se exige el salto a otro tipo de registro seria posible que estos alumnos no entraran

en ese juego imprescindible para las construcciones de pruebas matematicas.

5.3.4- Pruebas intelectuales utilizando lenguaje natural y registro algebraico

Los ejemplos de producciones que se eligieron como representativas de esta categoria
corresponden a los estudiantes A1 y A19. Ambos estudiantes usaron lenguaje natural y
registro algebraico. Se puede establecer una vinculacion entre el uso de estos dos tipos de

registros de representacion.
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Los alumnos que llegaron a producir pruebas intelectuales combinaron siempre el
lenguaje natural y el registro algebraico. Se ha constatado que no se encontraron

producciones de pruebas intelectuales solo con el uso de registro de lenguaje natural.

A su vez en las pruebas intelectuales encontradas, los estudiantes usaron escrituras en
registro algebraico y lenguaje natural. Ninguna fue “pura”, es decir en un solo registro de
representacion. Se evidencio en esta categoria la conversion que expresa Duval (2006) en
las transformaciones de cambios de registros, en este caso de lenguaje natural a registro

algebraico y viceversa.

La diferenciaentre la produccion escritade Al y A19 se basa en que Al utilizo la escritura
algébrica para representar nimeros naturales sin distinguir si son pares o impares.
Ademas, vuelve a escribir de manera equivalente en lenguaje natural para justificar por
qué hizo lo que hizo. Es decir, va y viene entre el lenguaje natural y el lenguaje algebraico.
Esta ultima es una caracteristica comun de ambas producciones: escribir en registro

algebraico y luego sostener lo escrito transformandolo a lenguaje natural.
Pareceria que el registro algebraico no convenciera a estos alumnos de que es
suficiente para producir la prueba pedida y entonces lo “refuerzan” con lenguaje

natural.

La figura 5 muestra la produccion completa de Al. Donde se evidencia lo explicitado

anteriormente.

68



563 NN s '-m?eu‘ls a c .bc, —= b 1 4 “""?”“\;
Confersbwnf

& 3 —o PR o N Coon N\K\’\- e 3§, delwt fu”
divkible evve 3 o dar on wervltods Exacks, uo raste

5

“7
éa&(§c=14—~1l3=~8 w\:‘e -

~mJi “ Ir\-

¢=a+7~ \ poes S (onfelAve] —o :\"(0\*2\§(}’*\\" E#C‘"\. .

e=otd ) ik @ muilipho de 3
Candaier nimeis b
N 3 e 2
v, A Sl Methie

ey =3 |3
o o

w
Ja s e do7 nimeof mS gl
e D & o e m~(‘..f|» 4¢3
L. 3a 46 = 3a.4 3.2 % (242

3[_(\“4 l 3
? (242
e Cum L mlﬂt ?‘m ;mﬂw*Q \Q\L}-'-"n Ve Aveal Ot e ‘,i(‘.o‘;(
¢ { ’ )" '
51 Sa r;yv.l o M\Y:b“f — paa b Mifae P la inak !5) dt( P,..\,\u\u.
E » "N'!i e WD € ~o , - >
S Dveras consec bives 4 IMmgoves o 1 i At e at(a “') ‘(*‘"‘\ =3.at6
’ € wo \
\ - 3ot

Figura 5- Produccion Al

La escritura de Al es completa mateméaticamente y muestra, segin Duval (2006), dos

transformaciones en lo referente a los registros de representacion semidtica usados. En

este caso hay una conversidn pues son dos registros de distinto tipo. Los distintos registros

usados: lenguaje natural (discursivo) y registro algebraico.

Aparece también un registro aritmético minimo cuando plantea la division 6 entre 3.

Después utiliza siempre el lenguaje algebraico para afirmar lo planteado a través del

lenguaje natural y reciprocamente.
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Durante la entrevista realizada a A1, expresa lo siguiente:

I: Vos decis “como lo demostraste genéricamente” y que es lo
mismo hacerlo con pares que con impares, a ver contanos un
poquito qué querés decir con eso.

Al: Yo usé letras para demostrarlo que se pueden sustituir por
ndmeros pares 0 por nimeros impares.

I: ¢ Como sabés eso?

Al: Porque los numeros son consecutivos, es uno si y uno no,
entonces no importa si son pares o impares (...) Lo hago
mentalmente (...). Si yo digo que “a es par” y le sumo 1 no me
queda par, sino que me va a quedar impar y yo estoy buscando
los consecutivos pares. Lo mismo con impares. Si yo pongo que
(@) es impar y pongo (a + 1), éste va a ser par y yo quiero los

impares consecutivos por eso pongo (a+ 2).

El relato de Al muestra que, aungue no pruebe lo que dice, usa en acto
algunas propiedades que maneja sobre el efecto sumar 1 0 2, a nUmeros pares
0 impares. Lo hace de manera general llamando “a” a cualquier nimero
natural tanto par como impar. Controla muy bien la idea de pares o impares

consecutivos por eso adiciona siempre 2 y no 1y lo expresa en la entrevista.

I: Aca hiciste esta ‘“cuenta parada’, jte acordas porqué lo
hiciste?

Al: Lo usé para que me quedara mas claro. Primero pensé los
datos que tengo. Tienen que ser 3 nimeros impares consecutivos
y tiene que ser multiplo de 3 y tienen que ser divisible entre 3.

Después fui relacionando los datos.

En el didlogo anterior queda representado como los distintos cambios de
registros de representacion son usados por los estudiantes para “tenerlo mas
claro”. No son elegidos al azar, sino que van configurando un texto que los
ayuda a producir algunas justificaciones. La eleccion del registro de

representacion para escribir no es ingenua, depende de los conocimientos que
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manejan y “que tan claro” lo van “viendo”. Es asi que Al expresa que
“después fui relacionando los datos™, es decir que una idea lleva a la otra y

trata de escribirlo de manera que se trasluzcan esas relaciones.

I: A veces escribis con lenguaje natural y otras con letras
(indicando la escritura algebraica), ¢por qué te sirve el cambio?
A6: En realidad cuando lo escribo con palabras es como lo
estuviera pensando y después lo escribo con letras lo paso a

lenguaje mas técnico, mas matematico.

La entrevista acerca informacién sobre un elemento que se venia constatando, el uso del
lenguaje natural como facilitador de exteriorizar lo que se piensa, para luego poder
expresarlo “en un lenguaje mas técnico, mas matemdatico”. En palabras de Balacheff

(2000), podria ser en un lenguaje mas impersonal, destemporalizado y genérico.

Entre la entrevista y la produccion de Al, se puede afirmar que el registro algebraico “se
ve mas matematico”, y ademas permite producir pruebas de otro tipo, en este caso pruebas
intelectuales. El lenguaje natural estaria funcionando como un conductor y organizador

del pensamiento para comunicar a otro y a si mismo lo hecho y para volver sobre ello.

En la produccion de A19 se observan escrituras algebraicas acompafiadas de escrituras
en lenguaje natural. Estas Gltimas operando como una forma de “aclarar y reforzar” lo
escrito algebraicamente. Se diria que las justificaciones de por qué las expresiones son

“iguales” lo hace utilizando un registro discursivo en lenguaje natural.

En esta produccion aparece un argumento que vincula la idea de mdultiplo, con la
definicion de multiplo y con la necesidad de que hay algunos nimeros que se llaman

primos que ayudan a analizar a los “otros numeros”.
En este caso, a diferencia de la produccion de Al, la escritura algebraica muestra la

diferencia entre pares e impares, sin especificar quien es a. Da por hecho que a representa

un nimero natural cualquiera.
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Figura 6- Produccion A19

En esta categoria se puede observar que el lenguaje natural funciona como vehiculo
para luego escribir utilizando registro algebraico con el fin de producir una prueba
intelectual segun la categoria de Balacheff (2000). La idea del uso del lenguaje
natural pareceria ser la de complementar y “aclarar” lo expresado algebraicamente.

El lenguaje natural aparece como un medio de entrada o apoyo de lo pensado.

Todas las pruebas intelectuales encontradas en este estudio estuvieron escritas en registro

algebraico acompafado de lenguaje natural.
Esta constatacion habilita a preguntarnos: ¢ qué espacios y qué tiempo se destina en las

aulas donde se ensefia matematica a discutir cuestiones de la escritura matematica

y de los distintos tipos de registros que se van usando?
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5.4- Anilisis de los resultados de la auditoria externa

Como vya se dijo en el capitulo 4 se llevo a cabo un proceso de auditoria externa para
garantizar la credibilidad del estudio. En este apartado se realiza el analisis de los

resultados de ese proceso.

A dos colegas expertas se les propuso la discusion de 9 producciones escritas
representativas de todas las categorias construidas. De esas 9 producciones, resultaron 18
analisis (9 por cada colega) de la que, en 17 hubo absoluta coincidencia de la
categorizacion realizada por la investigadora, asi como de las razones ofrecidas. Se
coincidio tanto en la categorizacion de los tipos de registros usados por parte de los
estudiantes como en la seleccion de qué tipo de pruebas se produjo en cada escritura.

Tomese como referencia el cuadro 7 de este capitulo relacionado a categorias construidas.

El cuadro 7 es comparativo y se presenta con el fin de ilustrar las categorizaciones
realizadas por parte de las dos colegas y la investigadora. El foco estuvo en el tipo de
pruebas realizadas por los estudiantes. En los tipos de registros de representacion usados

por los alumnos hubo total acuerdo.

Produccion | Colegal Colega 2 | Investigadora
A20 Intermedia | Intermedia | Intermedia
Al8 Intermedia | Intermedia | Intermedia
Al4 Intermedia | Intermedia | Intermedia

Al Intelectual | Intelectual | Intelectual
A6 Pragmatica | Pragmatica | Pragmatica
Al9 Intelectual | Intelectual | Intelectual
Al0 Intelectual | Intermedia | Intermedia
Al6 Pragmatica | Pragmatica | Pragmatica
Al5 Pragmatica | Pragmatica | Pragmatica

Cuadro 7- Comparacion: resultado de la auditoria externa
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Por lo tanto, es posible afirmar que hay acuerdo en relacion a la credibilidad del estudio
a partir del proceso realizado con todos los criterios que se han aplicado para su

confiabilidad, credibilidad y validez.
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6. Conclusiones y nuevas preguntas

Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion y algunas preguntas a
las que se arriba a partir de este estudio. Las preguntas y las conclusiones se listan en un
orden que no es necesariamente jerarquico. Algunas de las conclusiones que se presentan
estan en relacién a los tipos de registros de representaciones usadas por los estudiantes al
producir un texto escrito, otras en relacion al tipo de pruebas usadas y finalmente algunas

en relacion a las dos dimensiones anteriores vinculadas.

En un primer momento se puede constatar que existe relacion entre el tipo de prueba
producida y el tipo de registro de representacion usada. Segun sea el tipo de pruebas
que se producen son los tipos de escrituras que usaron los estudiantes y
reciprocamente. Por ejemplo, no se evidenciaron registros de representacion algebraica

cuando se producen pruebas pragmaticas.

En general, si se producen pruebas pragmaticas los registros que aparecen son: el
discursivo (lenguaje natural) y el registro aritmético usando simbolos convencionales

para nimeros naturales.

En todas las producciones se observo la presencia del lenguaje natural sin discriminar el
tipo de pruebas que se produjeron. Es decir que el uso del lenguaje natural ha sido

determinante en las producciones escritas.

Las justificaciones del uso del lenguaje natural fueron explicitadas por los estudiantes. Al
escuchar su voz ellos fundamentan que les parece que el uso por escrito del lenguaje
natural muestra mas claramente lo que estan pensando. Reconocen mas las
justificaciones producidas cuando estas estan escritas usando el lenguaje natural. Lo

expresan en términos de “hago un cuentito”.

En relacion a las pruebas intelectuales aparecen el registro discursivo (lenguaje natural)

y el registro de representacion algebraico. Se puede vincular entonces que no se
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encuentran producciones escritas de pruebas intelectuales solo con el uso de registro de

lenguaje natural.

Es asi que el lenguaje natural estaria funcionando como vehiculo para luego escribir
con registro algebraico con el fin de producir una prueba intelectual segin la
categoria de Balacheff (2000). La idea del uso del lenguaje natural pareceria ser la de
complementar y “aclarar” lo expresado algebraicamente. En algin punto solo el uso
del registro algebraico no convencié a estos alumnos de su alcance para producir la prueba

pedida.

Cuando surgen las pruebas denominadas intermedias aparecen tanto el registro
aritmetico, y el lenguaje natural combinado en ocasiones con algo de escritura

algebraica.

A partir de este estudio se constata la importancia de habilitar en las aulas durante la
ensefianza de la matematica, la escritura en lenguaje natural como vehiculo para la
produccién de pruebas. Es asi que el lenguaje natural estaria funcionando con el fin de
poder atrapar lo que van razonando los estudiantes y para de este modo revisar y avanzar
en las relaciones matematicas que ellos van construyendo. Inhabilitar el uso del registro
discursivo, en este caso el lenguaje natural, induce a que los estudiantes no profundicen

en las conceptualizaciones matematicas.

Pretender rapidamente que los estudiantes realicen sus escrituras en un lenguaje
simbdlico matematico pareceria que es obstaculizar los niveles de entendimiento, de
aprendizaje matematico y que solamente mecanicen algunas ideas. Conocer la escritura

en matematica de los estudiantes posibilita al docente la tarea de ensefianza.

La escritura es una herramienta que puede llegar a traslucir lo que el estudiante va
razonando, conceptualizando y generalizando fundadamente. Seria importante habilitar
un espacio en las aulas de matematica para la ensefianza de la escritura en el area para de

esta manera favorecer la entrada de los alumnos en el juego matematico.

Por otro lado, la escritura en matematica hace posible desde el aprendizaje, que también

se transforme en una herramienta potente para aprender matematica. Promover que los
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estudiantes revisen sus escrituras para mejorarlas, es un proceso profundo que tiene por
objetivo que puedan establecer relaciones entre objetos matematicos para atraparlos
mejor y construir una trama fuerte de ideas matematicas. La idea es que esta trama sea
fuerte pero no rigida, que sea una malla que pueda tejerse y destejerse todas las veces que

sea necesario, para que se complejice.

Se ha constatado que cuando en algunas aulas de formacidn docente se produce un cambio
de contrato didactico éste hace que el estudiante tenga que moverse de lugar. No solo sera
un alumno que “hace ejercicios”, en los que repite ciertas rutinas, sino que se construira
un espacio en el cual sea necesario producir justificaciones donde se evidencie por qué
hace lo que hace. Este cambio de contrato pone tanto al estudiante como al docente en
otro lugar. Ademas, el docente necesita moverse en relacion a la concepcion de
matematica que subyace en su practica. La clase de matematica puede constituirse en un

lugar donde se empodere a los estudiantes a establecer razones y no solo rutinas.

Nuevas preguntas

Algunas interrogantes que surgen a partir de este estudio son:

¢Cbémo se puede profundizar desde la ensefianza para establecer el uso del lenguaje
natural a la hora de la produccion escrita de ideas matematicas? ¢Qué instrumentos se

podran construir para tal fin?

En ese sentido se podria preguntar si revisar la historia de algunas ideas matematicas y la
forma de su produccién, ¢puede ofrecernos pistas de por donde avanzar en relacién a la

escritura en clase de matematica?

Por otro lado, seria necesario identificar ;qué espacio y qué tiempo se destina en las aulas
donde se ensefia matematica a discutir cuestiones de su escritura y de la identificacion de
los distintos tipos de registros que se van usando? ¢ldentificar los distintos tipos de
registros, por parte de los estudiantes, ayudaria a la produccion de los diferentes tipos de

pruebas matematicas? ;Y a la construccidn de sentido de esas ideas?
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De igual modo, el trabajo sostenido en el aula de matematica con la escritura, ¢podria
comenzar a borrar del imaginario de los estudiantes esas “magias” con las cuales la

matematica parece estar dotada?

Quizéas construir algunos instrumentos como la bitacora de trabajo por parte de los
estudiantes o que el cuaderno se transformara en una bitécora, ¢podria fomentar el uso de
la escritura en matematica con el fin de que la funcidn epistémica del escribir sea

considerada por los estudiantes, a la hora de aprender matematica?
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Apéndice

Anidlisis diddctico a priori de la actividad

El analisis did4ctico tanto de un contenido como de una actividad o serie de actividades
es una herramienta docente muy eficaz. Puede cumplir diferentes funciones. En particular
en este caso no es una actividad de ensefianza. La situacién propuesta debia habilitar a
recoger producciones escritas realizadas por los estudiantes magisteriales. Con los
insumos recogidos, analizados e interpretados se pretendia responder: ¢Qué
caracteristicas tiene la escritura en Matematica de los estudiantes magisteriales al

resolver actividades que exigen fundamentar?

El disefio de esta actividad debia permitir la produccion de escritura en matematica. Para
poder analizar la potencialidad de la propuesta se realiz6 el andlisis didactico a priori
poniendo el foco solamente en los posibles procedimientos de los estudiantes. El
problema debia posibilitar el uso de distintos registros de representacion con el fin de
poder atrapar las transformaciones que se producian durante la escritura de las

fundamentaciones.

Situacién matematica propuesta

El enunciado de la situacion matematica propuesta a los estudiantes de los dos grupos,

fue la siguiente:

Ana dice que siempre que suma tres nimeros impares consecutivos el resultado
es un namero multiplo de 3.
A) ¢Es verdadera la afirmacion de Ana?
B) Y si suma tres nimeros pares consecutivos, ¢sucedera lo
mismo?

Fundamenta cada una de tus respuestas.
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Analisis de los posibles procedimientos de resolucion por parte de los estudiantes

a. Procedimientos que involucran solo ejemplos numéricos

Para resolver la situacion los estudiantes podrian utilizar ejemplos numéricos y responder,
basandose en los mismos, sin producir pruebas intelectuales. Es decir, apoyarian su
respuesta a partir de los ejemplos concretos sin poder dar el salto a una generalizacion
fundada. Utilizarian quizés conocimientos en acto sobre idea de multiplo de un nimero 'y
algunas relaciones construidas a partir de esa idea. Por otro lado, podrian desconocer una
de las reglas del debate matemético donde la ausencia de contraejemplos no habilita a la

generalizacion.

En relacion a la utilizacion de los registros de representacion podrian utilizar escrituras
aritméticas con numeros arabigos y signos matematicos y lenguaje natural para establecer

relaciones entre su exploracion y las conclusiones a las que arriban.
A modo de ejemplo podria ser para la parte A):
1+ 3+ 5 =9y 9 es multiplo de 323,
11+13+15 = 39 y es maltiplo de 3.

Por lo tanto, lo que dice Ana es cierto.

Para la parte B) funcionaria del mismo modo, analizando a través de algunos ejemplos

que lo dicho por Ana para nimeros consecutivos impares vale para consecutivos pares.

Obviamente la fundamentacion que intentan esbozar no tiene validez en tanto que solo

con ejemplos no se puede dar el valor de verdad de la proposicion.

13 Todo lo escrito en cursiva en esta seccion ejemplifica la produccion escrita de los estudiantes.
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b. Procedimientos que involucran ejemplos numéricos que funcionan como

generalizaciones

En este caso podria aparecer un procedimiento similar al anterior apoyandose sobre todo
en ejemplos numéricos. Sin embargo, algunos estarian funcionando como casos genéricos
donde el dominio en el que verifican si la suma de los nimeros pedidos es 0 no multiplos

de 3 es mayor que los presentados en el punto anterior.

Por ejemplo:
1+ 3+ 5=9y 9 es multiplo de 3.
11+13+15 = 39 y es maltiplo de 3.

Luego pruebo con nimeros mas grandes para ver si se verifica:
101+ 103+ 105 = 309. 309 es multiplo de 3 porque al dividirlo por 3 da justo.

Apareceria en este ejemplo un nuevo fundamento para justificar por qué la suma es
multiplo de 3. Utilizarian registros aritméticos y apoyo de lenguaje natural. Se evidencian
intentos de comienzo de producciones de pruebas a través de los casos con dominio mayor
y el recurso de poner una justificacion de porgqué seria la suma maltiplo de 3 apelando a

la division entre 3 y mirando el resto.

Lo mismo podria suceder con la suma de los tres nimeros pares consecutivos.

c. Procedimientos que apelan a algunas escrituras con registro algebraico:

Caso de pruebas intermedias

c.1. Podrian surgir procedimientos donde se verifique con ejemplos numéricos para
comenzar a explorar, luego usar dominio humérico mayor y pasar posteriormente a una
escritura algebraica. En algunos casos esa escritura algebraica podria cumplir o no con
las condiciones del problema. La produccion de pruebas estaria utilizando registros de

representacion aritmético, algebraico y lenguaje natural.
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A modo de ejemplo de este caso podria surgir:

1+ 3+ 5=9y 9 es multiplo de 3.
11+13+15 = 39y es multiplo de 3.

Luego pruebo con nimeros méas grandes para ver si se verifica:
101+ 103+ 105 = 309. 309 es multiplo de 3 porque al dividirlo por 3 da justo.

Entonces a, b y ¢ serian nimeros consecutivos impares y a+b + ¢ es un multiplo de 3.

En la escritura se podria observar que no es suficiente decir que a, b y ¢ son niUmeros
consecutivos impares porque ella no esta dando cuenta de esa condicién. Por lo tanto, la
escritura algebraica no refleja lo dicho en lenguaje natural y eso podria estar limitando a

la generalizacion para producir una prueba intelectual.

Algo similar podria producirse para el trabajo con tres nimeros pares consecutivos.

c.2. Por otro lado, bajo este mismo escenario algin estudiante podria producir algo méas
avanzado en término de ideas matematicas, pero sin poder justificar totalmente lo que

hace. Un posible caso podria ser:

1+ 3+5=9y 9 es multiplo de 3.
11+13+15 = 39y es multiplo de 3.

Luego pruebo con nimeros mas grandes para ver si se verifica:
501+ 503+ 505 = 1509. Entonces1509 es multiplo de 3 porque al dividirlo por 3 da justo,

0 porque la suma de sus cifras esta en la tabla del 3.

Entonces (2a+1), (2a + 3), (2a + 5) serian nUmeros consecutivos impares y su suma es

6 a + 6, entonces seria multiplo de 3.
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Aunque la ultima proposicién no la justifique, hay un avance en la produccion de como
nombrar a los nimeros impares utilizando registro algebraico.

Seria un caso de pruebas intermedias donde hay intentos en distintos registros de validar
lo que se pide, aun cuando la justificacién no sea en términos completos. Aparece el

registro aritmético, algebraico y discursivo.

Una posible interpretacion de este caso es que algunos estudiantes podrian dar por hecho
que siempre pasa lo que dice Ana porque no han encontrado ningin contraejemplo y no

ven aun la necesidad de producir una prueba de tipo intelectual.

En el caso de la parte B) se podria producir lo mismo o similar con tres nimeros pares

consecutivos.

d. Producciones de pruebas intelectuales

Algunos estudiantes podrian apoyarse en la exploracion de ejemplos para luego pasar
directamente a una escritura algebraica utilizando lenguaje natural donde reflejaran las
justificaciones necesarias de manera atemporal, con una escritura no personalizada y

genérica, justificando cada paso realizado.
También, en otros casos dentro de esta misma categoria podria aparecer directamente la
escritura algebraica sin necesidad de los ejemplos numéricos con las justificaciones
correspondientes.
A modo de ejemplo de esa categoria:
A) Ra+1)+(2a+3)+(2a+5)=6a+6
6a + 6 = 3 (2a + 2), de donde la suma es multiplo de 3 porque existe (2a + 2),
que es un numero natural que multiplicado por 3 da como resultado esa suma.

Definicion de multiplo de 3.

Algo similar podria suceder en la parte B) de la situacion matematica planteada.
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e. Producciones que combinen algunas de las anteriores.

Como hipotesis podrian surgir por parte de algunos estudiantes producciones que
combinen parte de algunos de los casos anteriores y seguramente otras que no se han

contemplado.

A modo de sintesis

Se puede observar a través del analisis de los posibles procedimientos de los
estudiantes que la situacion disefiada promueve el uso de distintos tipos de registros
de representacion con el fin de que se escriture lo que se va pensando. También el
problema habilité a las distintos tipos de pruebas que pueden surgir durante la

resolucién de la situacién matematica.

88



	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Índice
	Lista de cuadros
	Lista de figuras
	Introducción
	1. Definición, fundamentación y justificación
	Objetivos generales y específicos
	Objetivo general
	Objetivos específicos


	2. Estado del Arte
	2.1- En relación con los registros de representación
	2.2- En relación a la producción de pruebas matemáticas
	2.3- En relación a la escritura en Matemática

	3. Marco Teórico
	3.1- En relación a la escritura
	3.2- En relación a los registros de representación
	3.3- En relación a la producción de pruebas
	3.4- En relación a una perspectiva didáctica

	4. Metodología
	4.1- Tipo de diseño y alcance de la investigación
	4.2- Operacionalización de los conceptos
	4.2.1- Unidad de análisis: Escritura en Matemática
	4.2.2- Dimensiones de la unidad de análisis e indicadores

	4.3- Muestra
	4.4- Instrumentos
	4.5- Recogida de información
	4.6- Proceso por el cual se asegura la calidad, confiabilidad y validez del estudio
	En síntesis


	5. Análisis de la información
	5.1- Descripción de la recogida de la información
	5.2- Categorías construidas a partir de las producciones escritas
	5.2.1- Construcción de una nueva categoría
	5.2.2- Comentarios generales sobre el análisis de la información
	5.2.3- Análisis de los huecos del cuadro 6

	5.3- Descripciones y caracterizaciones específicas
	5.3.1- Prueba pragmática e intermedia con escrituras en lenguaje natural, aritmético y algebraico
	5.3.2-  Prueba intermedia con escrituras en lenguaje natural, aritmético y algebraico
	5.3.3- Prueba pragmática con predominio de escrituras en lenguaje natural
	5.3.4- Pruebas intelectuales utilizando lenguaje natural y registro algebraico

	5.4- Análisis de los resultados de la auditoría externa

	6. Conclusiones y nuevas preguntas
	Conclusiones
	Nuevas preguntas

	Bibliografía
	Apéndice
	Análisis didáctico a priori de la actividad
	Situación matemática propuesta
	Análisis de los posibles procedimientos de resolución por parte de los estudiantes



